Limites

1 Limites en +00 ou en —oc0
1.1 Limite infinie a Pinfini.

Définition 1 Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle [a; 4+o00] (a > 0) .
On dit que f a pour limite +00 en 400 et on note lirf f(z) = +oo si f(z) est aussi grand
T—1T00

que l'on veut dés que x est assez grand. Lorsqu’on dit grand, on sous-entend positif.

lim z=+0c0 lim 22=+4c0 lim 23=+4cc lim /7 = +oc0
T——+00 Tr—+00 Tr—+00 Tr—+00

On définit de méme lim f(x) = —o00; lim f(x)=+4oc0; lim f(z)=—o0

r——+00 r——00 r——00

lim 2=-00 lim 22=+4c0 lim 2°=-0

Tr——00 T——00 T——00

1.2 Limite finie a Pinfini

Définition 2 Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle [a; +o00[ (a > 0).
On dit que f a pour limite 0 en 400 et on note lir+n f(x) =0si|f(x)] est aussi petit que I'on
T—-1T00

veut des que x est assez grand. On définit de méme lim f(x) =0

T——00
. \ . . 1
lim — =0 lim —220 lim —320 lim —=0
r—4oco T—+oco I r—+oco I Tr—+00 X
1 . 1
lim — =0 lim —220 lim —320
r——00 I T——00 I T——00 T

Définition 3 Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle [a; +o00[ (a > 0).

lim f(z)={(< lm [f(z)—{]=0

T—+00 T——+00

Remarque 1 lim f(z)=(< f(x)={+¢c(x)avec lim e(x)=0
T—+00 T—+00
Remarque 2 Une fonction n’a pas nécessairement de limite (finie ou infinie) lorsque x tend
vers +00.
Exemple : f définie sur R par f(z) =sinz

1.3 Interprétation géométrique de lim f(z) =/

r—-+00
Lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes, la distance PM tend vers 0.

On dit alors que la droite d’équation y = £ est asymptote a la courbe Cy au voisinage de 400
Interprétation analogue pour lim f(z)=/¢
T——00
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2 Limite en un point

2.1 Limite en O

Définition 4 Soit f définie au moins sur un intervalle ouvert en 0. Si f(x) est aussi grand
que 'on veut dés que x est assez proche de 0, on dit que f a pour limite +00 en 0 et on note
lim f () = +o0

r—

1
lim 5 = 100 lim — =+ lim — =+
z—0 I z—0 /2T z—0t T
lim — =—-oc0 lim — = - lim — = +0o0
z—0— T z—0— T r—0t+ T

Définition 5 Soit f définie au moins sur un intervalle ouvert en 0. Si |f (x)| est aussi petit que
Pon veut dés que x est assez proche de 0, on dit que f a pour limite 0 en 0. On note lin% flx)=0
T—

limz=0 lim2?2=0 lim2®=0 limz=0

x—0 x—0 x—0 xz—0

Définition 6 Soit f définie au moins sur un intervalle ouvert en 0. On dit que f a pour limite
¢ en 0 lorsque x +— | f () — ¢| a pour limite 0 en 0.

lir%f(x)zﬁﬁlir%\f(x)—ﬂzo

2.2 Limite en a € R

Définition 7 Soit f définie au moins sur un intervalle ouvert en a. On dit que f a une limite
en asi h— f(a+h)aune limite en 0 et alors :

lim f (x) = lim f (a -+ h)

r—a

Remarque 3 lim f (z) =( < f(z) ={+¢ () avec lime (x) =0

r—a

Définition 8 Si lim f () = +00 ou —oo, on dit que la droite d’équation x = a est asymptote

r—a
a la courbe Cy.

Remarque 4 Sia € Dy et si lim f (x) existe, alors : lim f(z) = f (a).

r—a

Sia>0 : lim+yz=/a Si P est un polynome : lim P (z) = P (a)

r—a

Si F' est une fraction rationnelle définie en a : lim F' (z) = F (a)
r—a
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3 Opérations sur les limites

Les limites des fonctions f et g sont au ”méme point” : soit en +o0, soit en —oo soit en a (a € R)

3.1 Somme

lim f (x) 1 14 ¢ | 400 | —o0 | 400
lim g (z) ¢ | +o0 | —00 | +00 | —00 | —00
lim([f (z)+g(z)] |+ | +o0 | —00 | +00 | —00 | ?

3.2 Produit
lim f () 01 0>0]|0>0[¢<0|£<0]| 400|400 | —00 0
lim g (z) | 400 | —00 | 400 | —00 | +00 | —00 | —00 | 400 ou —o0
lim[f (z).g(x)] | ¢/ | 400 | —o0 | —00 | 400 | 400 | —00 | +00 ?

3.3 Quotient

lim f(x) | ¢ l +oo | 400 | —00 | —o00 | 400 ou —oo
limg(z) | ¢/ | +ocou—oco [ >0[|0<0| >0 <0| +00ou—oco
lim /(@) £ 0 400 —00 —00 400 ?
g(z) | U
limf(z) [£>00u+oco [ £>00u+oo | £ <0ou-oco|l<0ou—oo|0
lim g (x) of 0~ 0* 0~ 0
lim (@) +00 —00 —00 400 ?
g9(x)
0" (resp. 07) indique que la limite est nulle et que la fonction reste positive (resp. négative).
0

. . o0
Il y a quatre formes indéterminées : co — 0o, 0 X oo, — et 0
00

4 Limite a P’infini d’un polyndéme et d’une fraction rationnelle

4.1 Limite a I’infini d’un polynéme

11 a 1 ap 1
1_++_1 I 0_

an < ap T
Dou lim P(x)= lim apz™et lim P(x)= lim ayz™.
T——+00 Tr—+00 T——00 Tr——00

P(J;):an$n+an71$n_1‘|‘"'+a11‘+a0:anl‘" 1+a ——
Qp T

4.2 Limite a ’infini d’une fraction rationnelle

P
Soit F'(z) = QE:E; et soit a,x™ le terme de plus haut degré de P (z) et bpaP celui de @ (z).
x
e 1 N e : anz” . apa”
D’apres 'étude précédente, on déduit que lim F'(z) = lim et lim F(zx)= lim
r—-+00 r——+00 bpaj T——00 T——00 pxp
5 Exemples

Exemple 1 liml(2:r3—3$2+:r+1) =2-34+14+1=1
Tr—

T—+00 T—+00 333 r—+00

1 1
Exemple 2 lim (2$3—3:r2+:r+1): lim {ng’ <1—§+—2+—>} = lim 223 =400
x  x

E le 3 Ii 202 +x+1 24141 4
xXemple 11m = — —
P 2 _—s+3 1-1+3 3
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212 1 l+ 972
Exemple 4 lim Tildr— lim ( 1” §): lim 22 =9
2
Exemple 5 lim —x2
z—1 (1 —x)

lim (2z) =2

x‘—>1 9 ) 20
hml(l—x) =0 :>hmlﬁz—b—oo
VeeR:(1—xz)>>0

liml (2z) =2 2%
A 5 ' ' be) : T lim — =
utre présentation (pas toujours acceptée) hml (1— a:)2 _ o+ = :rLH11 = $)2 +o0
r—
2
Exemple 6 lim <
z—11 —
lim (2z) =2
rz—1
lim (1 —-x)=0 . 2x 2x
z—1 = lim =+oo et lim = —00
Ve e€]—oo;1[: 1—2>0 e—1- 1= e—1t+ 1 —w
Ve €l;400[:1—2 <0
lim (2z) =2 . 2z
z—1 N lim = 400
Autre présentation (pas toujours ...) : xlinl[ (I—2)=0 = Tl 12_a:$
ilinl(l—l‘):()_ leI{IJfl—.I':_
3 2 2
#-1  (z-1)(2P+2+1)  224ax+1 3
Bxemple 7 0 e 1 =M T G0t a4 er1 2
Exemple 8 l vt
X im —
p 1?2 +a—2
22 4+ x — 2 est un trinéme du second degré ayant pour racines 1 et —2.
Son signe est donc donné par le tableau : x | —00 -2 1 +00
> +x—2 | + 0 - 0 +
lim (:L‘2+:L“+1) =3
mf)l 2 2 1 2 1
iﬂ(x +2-2)=0 = lim —2+$+ = —oo0 et lim —2+$+ +o0
<<l —-2<0 z—1- % +x — 2 a—1t 2%+ — 2
r>1=22+2-2>0
lim (2242 +41) =3 . 22+ a+l
z—1 lim ——= -0

. lim (224 2-2)=0" t—1- 22 +x —2
) : xﬂr( ) = o224+

i 2 —2)=07" lim —— =
xlg?+($ +z-2)=0 e Z a2 T

Autre présentation (pas toujours ...



