Second degré - Polynémes

1 Trin6bme du second degré

Définition 1 Un trinome du second degré est une expression de la forme ax? + bx + ¢ avec

a # 0.

Remarque 1 Un trindme du second degré est défini sur R

1.1 Forme canonique du trin6me

ar’> +br+c=a

+i 2ib2—4ac
. 2a 4a2

Démonstration. ) ) s

ar? + bz +c=al2? + Lo+ £] :a[(m—i-%) —£7+§] :a{(x—i-Q—ba) —%}

1.2 Résolution de az? + bz +c =0

Définition 2 On appelle discriminant de P () = az? + bx + ¢ le nombre | A = b? — 4ac

ar’ +brx+c=0% (a:+%)2—ﬁ:0 car a # 0.
1. SSA<O0: (x + 2—ba)2 — ﬁ > 0 donc 'équation n’a pas de solution.

2. S1A=0: (J} + 2—2)2 =0douxz= f% est racine double.

2
3. 8A>0:A=(VA) don (x4 L) WA g
\/_ 2a 4a

Donc (m + % + Ag) (m + % — A@) —0don (l, — fbgalgA ou T — 71;422@)

2a

Théoréme 1 Soit S ensemble des solutions de az? + bx +c =0

SiA<0 S=02
SIA=0 S= {721} (racine double)

SiA>0 SZ{JJQ_JZ.M}

a ’ 2a

Remarque 2 Si a et ¢ sont de signes contraires, A > 0

1.3 Equations se ramenant au second degré
1.3.1 Equations bicarrées

Ce sont des équations de la forme az* + bz? + ¢ = 0.
On les résout en posant t = 22
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1.3.2 Equations irrationnelles
Ce sont des équations de la forme /f (z) = g (x)
_ _ 32
On les résout grace a I’équivalence : { va 6 b & { a=b (utiliser a—b? = (\/a — b) (v/a + b))

Q

a > b>

/ _ _ 2
On obtient alors (avec Dy ensemble de définition de f) : { . gg) =9() & { 5((;:)) ; g (z)
f

1.4 Somme et produit des racines

Théoréme 2 Si le trinoéme ax? + bz + ¢ admet deux racines z; et xo alors

b
S=z1+x9=—- et P:xl.x2:£
a a

Théoréme 3 Si deux nombres ont pour somme S et pour produit P ils sont solutions de
I'équation X2 — SX +P =0

1.5 Factorisation du trindme

Théoréme 4 Si le trindme az? + bz + ¢ admet deux racines 1 et a9 alors, pour tout réel z :

ar? +bx+c=a(x — 1) (v — 22)

1.6 Signe du trindme

Rappel : Le signe du bindéme ax + b est donné par le tableau suivant :
x | —00 —b/a +o0
ar+b | signe contraire de a 0 signe de a

Théoréme 5 De la forme canonique du trinéme, on déduit :
1. Si A <0, ax? + bz + c a toujours le signe de a.
2. Si A =0, az? + bx + ¢ a toujours le signe de a sauf pour x = —% (il est alors nul).

3. Si A > 0, ax? + bx + c a le signe de a a l'extérieur des racines et le signe contraire a
I’intérieur.

Ce dernier résultat se note sous forme de tableau :
T | —00 1 To “+00
ax® +bx +c | signe de @ 0 signe contraire de a 0 signe de a

1.7 Interprétation géométrique

Théoréme 6 La courbe C représentative du trinome du second degré f : x +— ax? + bx + c est

une parabole dont la concavité est tournée vers les y > 0 si a > 0 et vers les y < 0sia < 0.
b._A

" 2a’ _E) .

Changement de repére inspiré par la forme canonique du trinéme. Utiliser le rappel suivant :

Soit Q (xg;yo) dans (O,Z,j) Si M (z;y) dans <O;7:j> alors QM = (x—x0)i+ (y—y0)J

Démonstration. Déterminer une équation de C dans le repére (Q,a;) avec {2 (

Si M (X;Y) dans (Q;Z,j’) alors M = X7+ Y7. D'ou : { )Y(:; _;O
=Y —Y

Allures de C suivant le signe de a et de A
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a>o

A>0 a0 a<0

2 Polynomes
Définition 3 Une fonction polyndéme est une fonction P : R — R telle que
n
P(z) =apa" + 12" o F a4 ag = Zakxk
k=0
ou ag,ai,...,a, sont des nombres réels (appelés coefficients du polynome P) et o n € N.

Si an # 0, n est le degré de P. On note n = deg P

Remarque 3 Un polynéme constant non nul (Vo € R: P (z) = ap # 0) a pour degré 0.
Le polynome nul n’a pas de degré. On pose deg0 = —oo

Remarque 4 Si P et Q sont deux polyndémes non nuls. Alors | deg P.QQ = deg P + deg @) |

deg P = deg @

Théoré P= . identi
éoréme 7 Qe { les coefficients de P et @ sont identiques

Corollaire 1 |Un polyndme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls

Plus précisément, si pour tout x réel on a P (z) = apz™ + an_12" ' + -+ 4+ a1x + ag = 0 alors
apg=a,=---=a,=0

Définition 4 Soit P un polynéme de degré n > 1.
On appelle racine (ou zéro) de P tout nombre a tel que P (a) = 0.

Définition 5 On dit qu’un polyndéme P est factorisable par (z — a) s'il existe un polynéme @
tel que pour tout x réel : P(x) = (x —a) Q (x)

Proposition 1 |2" —a" = (z —a) (2" ! + a2z 2 +--- +a" 2z +a" 1)

Théoréme 8 |a est racine de P < P est factorisable par (x — a)

Démonstration. Si a est racine de P, P(a) =0 = P(z) = P(z) — P(a) = a, (2" —a"™) +
o +ay(r—a)

degP=n

P()=(@-a)Q() ~EIT

Remarque 5 {



