Nombres complexes

1 Définitions

Définition 1 On appelle ensemble des nombres complexes et on note C ’ensemble des nombres qui
s’écrivent sous la forme a + ib avec a € R, b € R et oll i est un nombre tel que 72 = —1.

a est la partie réelle de z et se note R (z)

b est la partie imaginaire et se note S (z)

a + b est la forme algébrique de z.

Remarque 1 Si un nombre complexe a une partie réelle nulle, il s’écrit z = ib.

On dit alors que c’est un nombre imaginaire pur.

On note iR ’ensemble des nombres imaginaires purs.

Si un nombre complexe a une partie imaginaire nulle, il s’écrit z = a. C’est un nombre réel.
VoeR:a=a+0i€C.DoncRcCC

Egalité de deux complexes : a+ib=a' + it/ ©a=ad et b=V

Définition 2 Le complexe conjugué de z =a + b est Z =a — b

Proposition 1 z+z =2R(2) et z — z = 25 (2) d’ofl:‘zeR@Z:z| IinR@Z:fz
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Exercice 1 Calculer zz dans chacun des cas suivants : z = 1—i; 2 =2+3i; 2 = V2—iV3 ;o z=a+ib
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Exercice 2 Mettre sous forme algébrique z; =

Indication : multiplier numérateur et dénominateur par le complexe conjugué du dénominateur

Exercice 3 Montrer que Vz € C : s Zf cRet z~ 27 € iR
1+ 2z 1+ 22

1.1 Interprétation géométrique

—

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; @, ¥) qu’on appelle dans cette situation plan
complexe.

Si z = a + ib, on appelle image de z le point M d’abscisse a et d’ordonnée b.

On dit aussi que M a pour affixe z.

SiV =ai+ yU , le complexe z = x+ iy est appelé affixe de V.

—_—
Remarque 2 L’affixe du point M est égale a I'affixe du vecteur OM.

Remarque 3 Deux points sont confondus si et seulement si ils ont méme affixe.
Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont méme affixe.
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Théoréme 1 Si A a pour affixe z4 et si B a pour affixe zg alors :

—
1. AB a pour affixe 245 = 2B — ZA-

1
2. Le milieu I de [AB] a pour affixe zy = 5 (z4 + 2B)

1.2 Module et Argument

z=a+1b
p=lz| =0M = HO—]\jH = Va2 +b?
T M(2) -
) i Slz#O:HZarg(z):(u,OM)
U |
0 | a = pcosf
0] i a b= psinf

Remarque 4

. arg (z) est défini & 2kw prés avec k € Z
Czz=|z)?

. ZG]R*@arg(z):kwetzei]R*@arg(z):ngkw (keZ)
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4 21 =20 & |21 = |22 et arg(z) = arg(z2) +2kr (k€ Z)
5. |—z| = |z| et, si 2 £ 0: arg (—2) =7 + arg (2)
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. |2l = |z| et, si z £ 0 : arg (2) = —arg (2)

Théoréme 2 Si A et B ont pour affixes respectives z4 et zp :

— —
AB = HABH — |2 — 24| et (@, AB) = arg(zp — 24)

_— —
Démonstration. Soit M le point du plan tel que OM = AB.
— —
Si z est Paffixe de M, on a z =z — z4. D’ot AB = HABH = HOMH = |z| = |z — za] et
— —
(ﬁ', AB) = (ﬂ', OM) =arg(z) = arg(2p — 24)

Remarque 5 On a z =a+ib= pcosf+ipsinf = p(cosf + isin )

Cette derniere forme d’écriture de z est appelée forme trigonométrique .

Elle se note aussi sous forme condensée : [p;6]. Donc ‘ z=a+1ib=p(cosf +isinf) = [p; 0] ‘

Exercice 4 Déterminer module et argument des complexes z; = —1 417 et 29 = V3+i

—

Exercice 5 Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O; 4, ¥)
Soient A, B, C les points d’affixes respectives 2v/3, —v/3 + 3i et —v/3 — 3.

1. Faire une figure

2. Calculer les longueurs AB, BC et AC. Conclusion

—_ —
3. Donner une mesure de | AB, AC)

Indication : (E,A—C}j - (A—B),ﬁ) + (ﬁ, A—C>’) = (ﬁ, A—C>’> — (ﬁ, A—B>)



