Second degré - Polynomes

1 Trinéme du second degré

Définition 1 Un trindme du second degré est une expression de la forme az? + bz + ¢ avec a # 0.

Remarque 1 Un trindme du second degré est défini sur R

1.1 Forme canonique du trinome

ac—&-i Q—E—i-f =a
2a 402 al|

1.2 Résolution de ax? +bxr+c=0

b
ax2+bx+c:a{x2+—x+f} =
a a

Définition 2 On appelle discriminant de P (z) = az? + bz + ¢ le nombre | A = b2 — 4ac

ax2+bm+c:0¢>(x+2%)2—ﬁ:0 car a # 0.
1. SiA<O0: (x —) — ﬁ > 0 donc ’équation n’a pas de solution.
2. SiA=0:(z+

) =0doux= ,QL est racine double.

3.SIA>0:A= \/Z) dot (z+2)2 - A _g

L e

Al\')

Théoréme 1 Soit S ensemble des solutions de az? +bx +c=0

SiA<0 S=9o
SiA=0 S= {

SiA>0 5:{

}  (racine double)
—b—VA. —b+VA }
2a

bl

b
2a
—b—

2a

Remarque 2 Si a et ¢ sont de signes contraires, A > 0

1.3 Somme et produit des racines

Théoréme 2 Si le trinéme ax? + bz + ¢ admet deux racines x; et x5 alors

b
S=x1+a0=—— et P=x1.29=—
a

Théoréme 3 Si deux nombres ont pour somme S et pour produit P ils sont solutions de 1’équation
-SX+P=0
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1.4 Factorisation du trindme

Théoréme 4 Si A > 0, le trinéme az? + bz + ¢ admet deux racines z; et x5 et :

VeeR:azx? +bx+c=a(x—x)(x —2)

Théoréme 5 Si A = 0, le trindéme az? + bz + ¢ admet —% pour racine double et :

b\ 2
Va:ER:ax2+bx+ca<x+2>
a

Théoréme 6 Si A < 0, le trinéme az? + bx + ¢ n’admet pas de racine et ne peut se factoriser.

1.5 Signe du trindme

Rappel : Le signe du binome ax + b est donné par le tableau suivant :
x ‘ —00 —b/a +o0

axr+b ‘ signe contraire de a 0 signe de a
Théoreéme 7 De la forme canonique du trinéme, on déduit :

1. Si A <0, az? + bx + ¢ a toujours le signe de a.
2. Si A =0, ax? + bx + c a toujours le signe de a sauf pour x = f% (il est alors nul).

3. Si A >0, ar? + bz + ¢ a le signe de a A l'extérieur des racines et le signe contraire & I'intérieur.

Ce dernier résultat se note sous forme de tableau :
x ‘ —00 xr1 X2 —+00

ar® +bx +c ‘ signe dea 0  signe contraire de a 0 signe de a

1.6 Interprétation géométrique

Théoréme 8 La courbe C représentative du trinéme du second degré f : x — ax? + bx + c est une
parabole dont la concavité est tournée vers les y > 0si a > 0 et versles y < 0sia < 0.

Démonstration. Déterminer une équation de C dans le repere (Q; i, ;) avec ) (— %; — %) . Changement

de repere inspiré par la forme canonique du trinéme. Utiliser le rappel suivant :

— = — —_— -
Soit € (xo;yo) dans (O;i,j). Si M (z;y) dans (O;i,j) alors QM = (x —zg) i+ (y — yo) J

- =

. - P~y <, S X=xz—x
Si M (X;Y) dans (Q;’L,j) alors QM = Xi+Yj. Dou: Y —y—y
=Y —Yo
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Allures de C suivant le signe de a et de A

a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A <O
O

X1 \/.TQ [0) x @)

X i)
a<0 a<0 a<0
A>0 A=0 A <O

2 Polynomes

2.1 Généralités

L’expression 5z# est un monéme de degré 4 et de coefficient 5.

De méme —7z est un monéme de degrél et de coefficient —7 et v/3 est un monéme de degré 0 (car
V3= \/ng) et de coefficient /3.

Un polynoéme est une somme de monomes.

Le degré d’un polynoéme est le plus grand des degrés des monémes constituant le polynome.

Les coefficients d’un polynoéme sont les coefficients des monomes qui le constituent.

Exemple 1 P (x) = 523+ 2z —9 est un polynome de degré 3. Le coefficient du terme de plus haut degré
est 5. Le terme constant est —9.

2.2 Factorisation par r —a

Définition 3 On dit que a est racine du polynéme P (z) lorsque P (a) =0

Théoréme 9 q est racine de P (z) < P (z) = (z — a) Q (z) avec @ (z) polyndme.
On dit alors que P (x) est factorisable par (x —a).

P(x)

= x .
P(2) =0 = P (z) est factorisable par (z — 2)

3 _ 9.2 _
Exemple 2 32+ 4z —4 }

Corollaire 1 Si un polynome de degré n possede plus de n racines distinctes alors c’est le polynome nul
(polynéme dont tous les coefficients sont nuls)

Démonstration (a titre de curiosité). Supposons que a1,as,. .., an, Gn4+1 solent racines de P (z) .
On a par application répétée du théoreme précédent :

Pz)=(zx—a1)(z—az)...(x —a,) Q(z).

P (z) étant de degré n : @ (x) est nécessairement une constante. Posons @ (z) = A.

Onadonc P(z)=X(z—a1)(z—a2)...(x —ay).

P(ant1) = 0= A(ant1 —a1) (@nt1 —a2) ... (ant1 —an) = 0 = X = 0 car tous les autres facteurs sont
non nuls.

Donc P (xz) =0

Définition 4 Deux polynémes P (z) et @ (z) sont égaux si et seulement si ils ont méme degré et mémes
coefficients.
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Théoréme 10 Deux polynoémes P (x) et @ (x) sont égaux si et seulement si :

Pour tout réel z : P (x) = Q (x)

Remarque 3 Deux polynémes P (x) et Q () sont égaux si et seulement si pour tout 2 d’un intervalle
IdeR:P(z)=Q ()

Exemple 3 Si P () et Q (z) sont les polynémes définis par P (z) = az®+bz?+cx+det Q (x) = 22 —1,
ces deux polynomes seront égaux si et seulement sia=0,b=1,c=0et d= —1.

2.2.1 Méthode des coefficients indéterminés

Soit P (z) = 223 + 322 — 4o — 1.

P(1)=0= P() = (r-1)Q ()

Le degré de P (z) étant 3, celui de Q (x) est 2. Donc Q (v) = ax? + bx + c.
Donc 22°% + 322 — 4z — 1 = (z — 1) (aa® + bz + ¢)

2=a
a=2
208 + 322 —dr—1=az*+(b—a)2®’ + (c—b)z —c= S_Z_b;ilb =4 b=5
B c=1
-1=—c

Donc P (z) = (z — 1) (222 + 5z + 1)
La factorisation n’est peut étre pas terminée car on peut éventuellement factoriser 222 + 5z — 1.
Ce n’est pas le cas car A < 0.

2.2.2 Méthode de la division

73

2. 2234322 —4x -1 On multiplie 222 par (z — 1). On obtient 22 — 222

3. |20 4322 — 4z —1|| 2 —1 On soustrait (223 + 322 — 4z — 1) — (223 — 22?) = 522 — 4w — 1

2x3 — 212 222
S5a2 — 4z — 1

5 2
4. 203 4+322 —4dx—1|z—1 On recommence avec o _ 5%
T
2% — 222 222 4 52
a2 —4x — 1
522 — bz
rz—1
5. 223 +3x2 —4x—1]2-1 On multiplie 5z par (z — 1) puis on soustrait
973 _ 92 922+ 5o 4 1 O’n obtle{njc 0 en reste
52?2 — dp— 1 C gst ﬁn12. ,
.2 e 20 4+ 322 — 4z — 1= (z— 1) (22> + bz + 1)
rz—1
z—1
0



