Suites arithmétiques et géométriques

1 Suites numériques

Définition 1 Une suite numérique est une fonction de N vers R

Notations: v: N — R
no o Uy
Uy, est le terme de rang n; (u,) est la suite ayant w,, comme terme de rang n.
En général, une suite est définie :
— Soit de maniére explicite : on peut calculer directement u,, en fonction de n.
(71)71‘
n
Cas particulier : u, = f (n) ot f est une fonction d'un type connu. Exemple : u,, = /n
— Soit par récurrence :
On calcule w,, de proche en proche a I’aide d’une relation de récurrence u,1+1 = f (uy) .
Exemple (u,) suite de premier terme u; = 1 et telle que u,11 = 2u, + 3. On a donc de proche en
proche :
U =2X14+3=0; u3=2x54+3=13; ug =2x134+3 =29 etc...

Exemple : u,, =

2 Suites arithmétiques

2.1 Définition

Ce sont des suites définies par la relation de récurrence | up4+1 = un + 7| 7 est la raison.

Une suite arithmétique est caractérisée par son premier terme et sa raison.
Exemple 1 La suite des nombres impairs est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2.

Remarque 1 Pour montrer qu’une suite (uy,,) est une suite arithmétique de raison r, il suffit de montrer
que pour tout entier n : Up41 — Uy =T

2.2 Expression de u, en fonction de n et de r

Si le premier terme est wug et la raison r :
Uy =ug +r
Uz = U +7r

U tust+--t+u,=utur+- - +uUup—1+nr= u, =u+nr

Up = Up—1+7T

Si le premier terme est uq et la raison 7 :
U = UL+ T

U =tz T =Suytug+--Fu,=ugtus+--Fu,1+(n-—1)r= u,=ur+n-1)r

Up = Up—1+7T

Remarque 2 ‘ u,, = (premier terme) + (nombre de termes avant u,) X (raison) ‘
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2.3 Somme des termes d’une suite arithmétique

n(n+1)

Théoréme 1 [1+2+3+---+n= 5

Démonstration. Posons S,, =1+2+3+---+n
Ecrivons les termes composant S,, de gauche a droite puis de droite a gauche et additionnons :

Sp = 1 + 2 + - + (n—-1) + n
Sn = " + (-1 + -+ 2 + 1 d’ou le théoréme.
25, = (n+1) + (+1) + - + (n+1) + (n+1)

n
Calculons maintenant S = ug +uy +us + -+ +up, = Z Uk
k=0

Ecrivons chaque terme en fonction de ug et de r et ajoutons les égalités obtenues
ug = Ug

Uy =Ug + 7T

Ug = uUg + 2r

Up = Ug + N1

1
S (n4Duot 14243+ +n)r=m+1)u+ 50 i) (uo—l-%)

S=(n+1) (M) =(n+1) (W) —(n+1) (WT%)

Si on veut calculer S = u; +ug + -+ +u, = E u dans le cas ou le premier terme est u;, la méme
k=1
Uy + Up

méthode conduit & S =n 5

5 premier terme et dernier terme

désignant respectivement le premier terme de la somme et le dernier terme de la somme

remier terme + dernier terme
Remarque 3 | S = (nombre de termes) (p i )

3 Suites géométriques

3.1 Définition

Ce sont des suites définies par la relation de récurrence | u,4+1 = ¢ X uy, | g est la raison.

Une suite géométrique est caractérisée par son premier terme et sa raison.
Nous supposerons dans la suite que le premier terme ainsi que la raison sont non nuls.
Donc Vn € N:u, #0

Exemple 2 La suite de terme général u,, = 2" est une suite géométrique de raison 2.

Remarque 4 Pour montrer qu’une suite (u,) est une suite géométrique de raison g, il suffit de montrer

. Un+1
que pour tout entier n : it

n

3.2 Expression de u, en fonction de n et de r

Si le premier terme est ug et la raison r :
Uy =g X Ug
Uz = q X Uy . n _n

= UL XU X XUy =¢ XUy XU X XUp—1=> Up =g XU

Up = ¢ X Up—1
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Si le premier terme est uq et la raison 7 :
Uz = g X Uy
U3 =q X u
3 q 2 :>u2><U3><~-~><un:q”

Up = ¢ X Up—1

. . bre de termes avant
Remarque 5 |u, = (premier terme) x (raison)"" "¢ ©¢ termes avant tn

3.3 Somme des termes d’une suite géométrique

1— q7l+1

Théoréme 2 Sig#1:|1+q+¢*+ - +¢" = g

Démonstration. Soit S, =14+ ¢+ ¢* +--- +¢"
4Sn=q(1+q++ - +q") =g+ +¢ ++q""

Dou S, — ¢S, =1-— q""r1 puis S, =

n
Calculons maintenant S = ug +u1 +ug + - +u, = Z Uk
k=0

S =g+ (uo X q) + (uo X ¢°) + -+ (uo X ¢") =ug (1 +qg+¢° +---+¢")

D’aprés le théoréme précédent, on en déduit : S = ug 1
—q

n

Si on veut calculer S = uy +ug + -+ + U, = E ur dans le cas ou le premier terme est ui, la méme

k=1
, s 1—q"
méthode conduit & S = uy T

. nombre de termes
1 — (raison)

Remarque 6 | S = (premier terme) X

1 — (raison)

gnant respectivement le premier terme de la somme et le dernier terme de la somme

premier terme et dernier terme dési-
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