Fonction réciproque

Exercice 1 Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes :

1
1. f(x) = arccos —
x

1 2
2. f(z) = arctan x + arctan — + arctan x
x

3. f(z) = %arcsinﬁ

1
4. f(z)=In(1+2)+In(l—z)+ 3 arctan x

Exercice 2 Montrer que 1’équation
3 —62°+92+1=0
22
Déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de cette solution.

1
admet une solution unique dans {— } .

Exercice 3 Montrer que 1’équation
3t 423 — 1222 +5=0

admet une solution unique dans [—1;0].
Déterminer un encadrement d’amplitude 10~3 de cette solution.

Exercice 4 Soit f la fonction définie sur [4;5] par
f(x)=2?(3—2Inz)

Montrer que I'équation f (z) =3 admet une solution unique dans l'intervalle [4; 5] .
Déterminer un encadrement d’amplitude 1072 de cette solution.

r—3
T+ 2

Exercice 5 Soit f la fonction définie sur [0;2] par f (z) =

1. Montrer que f admet une fonction réciproque f~1.
2. Déterminer explicitement .
3. Tracer les représentations graphiques de f et f~1
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Solutions

Solution de 1’exercice 1

1

. fest définiesi z # 0 et —1 < — <1 ce qui conduit & D = ]—o0; —1] U [1; +o00]
x

. f est définie si x # 0 d’ou D = R*

. f est définie si z > 0 et —1 < y/z <1 ce qui conduit & D = [0;1]

. festdéfiniesi1+xz>0et 1—2z>0cequiconduit & D=]-1;1]

N R

Solution de I’exercice 2 Soit f () = 2% — 62? + 9z + 1

f est dérivable sur R et pour tout x réel : f' (z) = 32% — 120 +9 =13 (m2 — 4z + 3)
Le théoréme sur le signe du trinéme conduit au tableau de variations:

T 1 3
ff@)y|+ 0 — 0 +
f@) |/ N /

Donc f est dérivable et strictement croissante sur |—=

292
, 1 1 41 331 . \ .
Donc, pour tout réel A € |f —5 i f 3 = —g; 3 Péquation f (x) = A possede une solution
unique o € {—5; 5}
41
On peut prendre A =0 car A € —g; 2—3

A T'aide d’une calculette on trouve —0,11 < o < —0,10

Solution de I’exercice 3 Soit f () = 3z% + 4% — 122% + 5

f est dérivable sur R et pour tout z réel : f' (z) = 122° + 1227 — 242 = 12z (2° + = — 2)
Le théoreme sur le signe du trindéme conduit au tableau de variations:

T -2 0 1
Ffx)|— 0 '+ 0 — 0 +
@) |\ / N\ /
Donc f est dérivable et strictement croissante sur [—1;0] .
Donc, pour tout réel A € [f(=1);f(0)] = [—8;5] I'équation f(z) = A posséde une solution unique

a € [-1;0]
On peut prendre A = 0 car A € [—8; 5]
A Taide d’une calculette on trouve —0,613 < o« < —0,612

Solution de I’exercice 4 Soit f (z) = 22 (3 — 2Inx)

2
f est dérivable sur R*. et pour tout € R% : f/(z) =22 (3 — 2Inz) + 22 <—> =4z (1 —Inz)
x

f' (z) a méme signe que 1 —Inz car x > 0
Delnxz <1< 0 <z < e on déduit le tableau de variations:

T 0 e
@il + 0 -
f@ |1 N
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Donc f est dérivable et strictement décroissante sur [4;5].

Donc, pour tout réel A € [f (5); f (4)] Péquation f (z) = X possede une solution unique a € [4; 5]
On peut prendre A =3 car A € [f(5); f(4)] et que f(5) <3 et f(4) >3

A Taide d’une calculette on trouve 4,481 < a < 4,482

Solution de 1’exercice 5

5
1. f est dérivable sur [0;2] et pour tout = € [0;2] : f'(z) = ——— >0
(x+2)

Donc f est dérivable et strictement croissante sur [0; 2]

3 1
Donc f admet une fonction réciproque ' définie sur [f (0); f (2)] = {——' ——]

2" 4
2.{x:f(y) PN i:f:ls(x)ﬂ

€10;2 — ==
y € [0;2] 571
y—3 —9r 3
— LN N=y—3c )= -3 y=——_"<
z=f(y) T2 z(y+2)=y-3eyl@-—1) T-3ey=—7
3 1 —2r—3
-1 ipos oo 1 -1 _Ter—9
Donc f~ est définie sur [ 5 4] par [~ (x) po—

3. Dans un repére orthonormal, les représentations graphiques de f et de f~! sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice qui est la droite d’équation y = =x.

22




