Développements limités

1 Définitions

Définition 1 Soit f une fonction définie au voisinage de 0 (son ensemble de définition contient un
intervalle de la forme |—a; of avec a > 0).

On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe des réels ag,a1, . - . ,an
et une fonction e définie au voisinage de 0 tels que

f(x) =ag+ a1z + ax® 4+ - + a,2" + 2" e(x) avec lim e(z) =0

z—0

- Pr(z) =ap+ a1z + asxz? 4 -+ a, ™ est la partie réguliere du développement limité d’ordre n de
f au voisinage de 0.

— z™e(x) est le terme complémentaire.

Théoréme 1 Si une fonction possede un développement limité a 1’ordre n au voisinage de 0, il est unique.

Conséquence : Dans le développement limité d’une fonction paire (resp. impaire), la partie réguliére ne
comporte que des puissances paires (resp. impaires)

2 Développements limités usuels

e* 1+z+§+§—?+~~+%+z"s(m) avec lim g (x) =0

Tr—

sinx:x—g—l—%—#—l—---—i—(—l)"%—l—x%“a(m) avec lim ¢ (x) =0

z—0
z2 zt 26 n g2n 2 .
cosr=1—% + 5 — G +--+(=1) Gay T " e (x) avec hn%)s(x)zo
L =l—az+2?—23+ 4+ (=1)"2" +a"¢(z) avec lim e (x) =0
14+ z—0

ln(1+a:):x—3”2—24—%—‘%44—---4-(—1)"“%”4—3:"6@) avec lir%e(a:):o

r—

(1—|—x)a:1+ax+a*(a2—ri)x2+~~-+Wm”+w”s(x) avec lim e () =0

T—

3 Opérations sur les développements limités

Théoréme 2 (Troncature) Si f(z) = ag+a1x+az®+- - +a,z" + 2" 1 (x) avec lin%J e1(x) = 0 alors,
r—
pour tout p < n, on a f(z) = ag +a1x + agz® + - - + a,xP + 2P e9(x) avec 111%62((E) =0
Tr—
On dit que ag + a1x + asx® + - -+ + a,xP est obtenu par troncature a 'ordre p du polynéme ag + a1x +

asx?® + -+ a,x”. On ne garde que les termes de degré inférieur ou égal ¢ p.
On notera tr, [P (z)] la troncature & l'ordre n du polynéme P (x).
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Théoréme 3 (Substitution) Si f (z) = Py (x) + 2" ¢ (x) avec lim € (z) = 0. Alors:

x—0

P (Ax) + z™ e (z) avec lin% e1(z)=0

1. f(A\x)
2. f(zP) = Py (aP) + 2" ey (x) avec ili% gs () =0 (ordre npl)

Remarque 1 f (2P) = tr,, [Pf (2P)] + 2" 3 (x) avec lir% ez (x) =0

Théoréme 4 (Somme)
Si f(z) = Py (x) + 2™ e1(x) avec lirr%) ei(xz) =0et g(x) = Py (x) + x™ea(x) avec lir% ea(x) =0
r— xr—

f(z)+g(x) =Ps(z) + Py (x) + 2" e(z) avec lim e(z) =0

Tr—

Théoréme 5 (Produit)
Si f(x) = Py (z) + 2" e1(x) avec 111% ei1(z) =0et g(x) = Py (x) + 2™ e2(x) avec lin%) ga(x) =0

f(x).g(x) =tr, [Pf(z).Py(z)] + 2" e(z) avec lim e(z) =0

z—0

Théoréeme 6 (Intégration)
Sif(x) =Py (x) +2"e(x) avec lin})a () = 0 et si F est une primitive de f:

F(z) =F(0)+ [, Pr(t)dt+a"*'e(x) avec lime (z) =0

x—0

Exercice 1 Déterminer le développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

1. f(x) = 3e** +sin (z?) 3. f(x)=v4+z.In(1+12) 5. f(x) = arctanx
2. f(x) = sin2x. cos4x 4. f(z) = lngf;%x) 6. f(x)=arcsinz

4 Applications des développements limités

4.1 Calcul de limites

Exercice 2 Calculer

1. lim Z=sipe 2. lim £l02 3. lim zln(1+1)

z—0 rx—1 1- xr——+00

4.2 Position relative d’une courbe et de sa tangente au voisinage d’un point
4.2.1 Rappels
f est dérivable en 0 de nombre dérivé f(0) si et seulement si:

f(x)= f(0)+ f' (0) z +ze(x) avec i:rr%)s(x) =0

C’est, par définition, le développement limité a l'ordre 1 de f au voisinage de O.
Une équation de la tangente a la courbe Cy représentative de f au point d’abscisse 0 est

y=f(0)z+f(0)

On reconnait la partie réguliere du développement limité a ’ordre 1 de f au voisinage de 0.
La position de Cy par rapport a la tangente au point d’abscisse 0 est donnée par le signe de

d(x) = f(z) = [f"(0) =+ f (0)]

— Sid(z) > 0 la courbe est située au dessus de sa tangente au point d’abscisse 0.
— Sid(z) <0 la courbe est située en dessous de sa tangente au point d’abscisse 0.
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4.2.2 Etude au voisinage de 0.

Si on connailt un développement limité de f au voisinage de 0 a l'ordre p > 1

f)=a+px+ P +aPe(x) avec lime(x)=0

x—0

la troncature & 'ordre 1 donne:

fx)=a+pzx+ze(x) avec lime(x) =0

T—

C’est le développement limité de f a l'ordre 1 au voisinage de 0.

Ce développement limité étant unique: a = f (0) et 3 = f'(0).

La droite d’équation y = a 4 Bz est donc tangente a la courbe C; au point d’abscisse 0.

De plus, d(z) = f (z) — [a + Bz] = XaP + aP e (x) = AP [1 + ;£ (2)]

iii%s () =0= ili% [1+ fe(x)] =1 et donc 1+ fe(z) est positif (puisque aussi proche de 1 que I'on
veut), & condition de choisir  suffisamment proche de 0.

En résumé, au voisinage de 0, d () a méme signe que Az?.

Exercice 3 Etudier la position relative de la courbe d’équation y = f () = (z + 1) e 2% et de sa tangente
au point A (0;1). On commencera par déterminer un développement limité de f au voisinage de 0 & un
ordre supérieur a 1.

Exercice 4 Etudier la position relative de la courbe C d’équation y = f () =z —3 —2In(z + 1) et de
sa tangente au point A (0; —3).

4.3 Asymptotes et position relative avec la courbe au voisinage de ’infini

1
Poser t = — et utiliser les développements limités pour obtenir
x

c 1 1 . 1
f(x):a,x—}—b—i—ﬁ—‘rﬁS(ﬁ) avec lim e(—)=0

z—+oo P
Alors:

1. hIE [f (x) — (ax +b)] = 0.
Donc la droite A d’équation y = ax + b est asymptote a Cs vers 400

2. La position de Cy par rapport & A au voisinage de +o0o est donnée par le signe de
d(z) = f (z) — (ax +b)
Sid(x) >0, Cy est au dessus de A et si d(z) <0, Cy est en dessous de A.

Au voisinage de 400, d () = -5 + zip € (Iip) =3 [1 +e (m%)] a méme signe que %

xP
On procede de fagon analogue au voisinage de —oo.

Exercice 5 Etudier au voisinage de +oco et de —oco le comportement de la fonction f définie par f (x) =

x4+ 2V -z



