Fonction réciproque

1 Dérivation

1.1 Rappels

Définition 1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit a € I. On dit que f est dérivable
en a si et seulement si il existe un nombre réel A et une fonction € tels que :

fla+h) = f(a) + Ah + h.e(h) avec lim e(h) =0

h—0

A s’appelle nombre dérivé de f en a et se note f'(a)

Théoréme 1 f est dérivable en a de nombre dérivé f' (a) si et seulement si| lim ————+——~2% = f' (a)

Interprétation géométrique :
Si Cy est la courbe représentative de f dans un repere (O,Z,;) . f'(a) est le coefficient directeur de la

tangente a Cy au point d’abscisse a.

Une équation de la tangente & C; au point d’abscisse a est Iy — fla) = f(a).(x — a) ‘

h) —
Remarque 1 Si }llim M = 400 (ou —o0), f n’est pas dérivable en a mais Cy admet au

—0 h
point d’abscisse a une tangente parallele a ’axe (O,;)

Dire que f est dérivable sur l'intervalle I de R signifie que la courbe Cy représentative de f admet en
tout point de I une tangente non parallele a I’axe des ordonnées.

Définition 2 On dit que f est dérivable sur 'intervalle I si f est dérivable en tout point de I.
On appelle fonction dérivée de f et on note f’ la fonction qui & tout z de I associe f'(z)

d
Remarque 2 On note aussi d—f la dérivée de la fonction z — f (z)
x

Théoréme 2 Dérivées des fonctions usuelles

f(x) @) || f(x) f(2)
z® (@ €R) | az® ! || sinx cosx
1
Inx — Ccos T —sinx
= 1
e’ e’ tanz | 14 tan®z = 5
cos2 x

Théoreme 3 Si u et v sont deux fonctions dérivables sur I et si A € R, alors : u + v, Au et u.v sont
dérivables sur I et :

l () = M/ ‘ ‘ (uwv) = u'v + uv’

|(u+v)/:u'+v'

1 n’ '
Si de plus w ne s’annule pas sur I, — est dérivable sur I et <> = f%
u u U

. L . u L. w\’' uv—uv
Si u et v sont dérivables sur I et si v ne s’annule pas sur I, — est dérivable sur I et (7) = —
v
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Théoréme 4 Si u est une fonction dérivable sur I et si f est une fonction dérivable sur w([I), alors fou
est dérivable sur I et ‘ (fou) = (f ou)

Définition 3 Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et si la fonction dérivée f’ est & son tour
dérivable sur I, on appelle dérivée seconde de f et on note f” la fonction dérivée de f'.

Théoréme 5 Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle I.

1. Si f/ > 0 sur I, alors f est strictement croissante sur I
2. Si f/ < 0sur I, alors f est strictement décroissante sur I.

3. Si f/ =0 sur I, alors f est constante sur I.

1.2 Compléments

Définition 4 Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont les fonctions notées respec-
tivement sh et ch qui sont définies sur R par
shx = (ew — e_:”)

chz =

N = N =

(" +e7)
Théoréme 6 Les fonctions sh et ch sont dérivables sur R et Vo € R: (shz)’ = chz et (chz) =shz

2 Fonction réciproque
Théoréme 7 (des valeurs intermédiaires) Si f est une fonction dérivable sur un intervalle [a;b] et
si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors ’équation f (x) = 0 posséde une solution dans I'intervalle

[a; b] .

Remarque 3 Ce théoréeme ne précise pas le nombre de solutions de I’équation.

Théoréeme 8 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a;b]. Si pour tout x appartenant & [a; b]
on a f'(x) > 0 alors, f est strictement croissante sur [a;b] et, pour tout A appartenant & [f (a); f (b)]
I'équation f (z) = A possede une et une seule solution o € [a;b].
On peut alors définir la fonction réciproque de f, notée f~!, définie sur [f (a); f (b)] par

{y=f_1(af) (:,{fff(y)

x € [f(a); (D) y € [asb]

Théoréeme 9 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a;b]. Si pour tout x appartenant & [a; b]
on a f'(z) < 0 alors, f est strictement décroissante sur [a;b] et, pour tout A appartenant a [f (b); f (a)]

Iéquation f (z) = A possede une et une seule solution « € [a;b].
On peut alors définir la fonction réciproque de f, notée f~!, définie sur [f (b); f (a)] par

y=f"(2) z = f(y)
{ 21 ():f (@) @{ ve b

Remarque 4 Les théorémes 8 et 9 restent valables si on remplace [a; b] par |a; b[ & condition de remplacer
alors f (a) par lim f (z) et f (b) par lirrtf (). On peut alors remplacer a par —oo et b par +o0.
r—a r—

Théoréme 10 Dans un repére orthonormal, les courbes représentatives de f et de f~! sont symétriques
par rapport a la premiere bissectrice d’équation y = x
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2.1 Deux exemples connus

Exemple 1 Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(z) = 2.
f est dérivable et strictement croissante sur [0;+oo[ et f(0) =0 et Hl}_l f(x) =4

f admet donc une fonction réciproque définie sur [0; +o0o[ qu’on appelle racine carrée définie par

{028 - {5

y?
x>0 0

IVl

Exemple 2 Soit f la fonction définie sur |0; +o0[ par f(z) = Inzx.
f est dérivable et strictement croissante sur |0; +oo[ et lin}J f(z) = —oc0 et liIJIrl f(x) =400
T— Tr— 100

f admet donc une fonction réciproque définie sur |—oo; +00[ qu’on appelle exponentielle définie par

y=e" z=Iny
{xER @{ y € ]0; 400]

2.2 Trois classiques
Exemple 3 Soit f la fonction définie sur [—g; g] par f(z) = sinz.

f est dérivable et strictement croissante sur [fg; g] et f(—m/2)=—1et f(r/2)=1
f admet donc une fonction réciproque définie sur [—1;1] qu’on appelle arcsinus définie par

y = arcsinx N x;siny >
-1<z<1 —§Sy§§

5

Q

Exemple 4 Soit f la fonction définie sur [0; 7] par f(z) = cosz.
f est dérivable et strictement décroissante sur [0;7] et f(0) =1 et f(m) =—1
f admet donc une fonction réciproque définie sur [—1; 1] qu’on appelle arccosinus définie par

1 = arccos x o T = Ccosy
—1<x<1 0<y<m
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Exemple 5 Soit f la fonction définie sur }—g; g [ par f(z) =tanz.

f est dérivable et strictement croissante sur ]—E; T [ et lim f(z)=—-occet lim f(z)=+4oc0
272 r——7/2 T—400

f admet donc une fonction réciproque définie sur R qu’on appelle arctangente définie par

{ y = arctanx { r =tany

reR —m/2<y<m/2
2
T
1 "
-
!
0
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4
> 1
j——
2

2

2.3 Dérivation des fonctions circulaires réciproques

Théoréeme 11 Nous admettrons les résultats suivants :
la fonction 2 — arcsinz est dérivable sur Uintervalle |—1;1] et

1
V1— 22

Vo € ]-1;1] : (arcsinz)’ =

la fonction z — arccosx est dérivable sur Uintervalle |—1; 1] et

-1
v1—22

Vz € ]-1;1] : (arccosz) =

la fonction x — arctan z est dérivable sur R et

1
14 22

Vo € R: (arctanz) =




