Intégration

1 Définition de l’'intégrale
Définition 1 F est une primitive de f sur 'intervalle I si F' est dérivable sur I et si
Veel:F'(z)=f(x)
Théoreme 1 Toute fonction dérivable sur un intervalle I admet des primitives sur I.
Théoréme 2 Si F' et G sont deux primitives de f sur I'intervalle I, il existe une constante C' telle que
Veel:F(x)=G(z)+C

Définition 2 Soit f une fonction dérivable sur [a;b] et soit F' une primitive de f sur [a;d].

b
L’intégrale de f sur [a;b] est le réel noté / f(x) dx défini par
a

b
/f@MM=F@—FMF4F®M

b b
Remarque 1 z est une variable "muette”. / f(z)dx = / f@&)dt=---

Théoréme 3 Soit f dérivable sur 'intervalle I et soit a € I. Alors, pour tout x de I :

F(z) = / “F) dté{ ]Ij’((aﬂ;):of ()

Remarque 2 F est 'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

2 Interprétation géométrique

On suppose f et g dérivables sur [a;b]
A représente ’aire de la partie hachurée, en unités d’aire :

f >0 sur [a;b] f <0 sur [a;b] f > g sur [a;b]
y y y
a 0) b x Of
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3 Propriétés de l’intégrale

Théoréme 4 (relation de Chasles) Soit f dérivable sur un intervalle I et soient a, b et ¢ des éléments

de I. .
/abf(x) dx+/bcf(x) dx:/acf(x) do

Théoréme 5 Si f et g sont dérivables sur [a;b] :

/ab(f(x)+g(x)) dx/abf(a:) dx+/abg(x) da

Théoréme 6 Si f est dérivable sur [a;b] et si A est un nombre réel :

/ab/\.f(x) da::/\/abf(x) do

b
Théoréme 7 Si f est dérivable et positive sur [a;b] : / f(z)de>0
a

b b
Théoréme 8 Si f et g sont dérivables sur [a;b] et si f < g sur [a; ] : / f(z)dx < / g (z) dzx

Corollaire 1 (Inégalité de la moyenne)
Si f est dérivable sur [a;b] et si Va € [a;0] :m < f(x) < M :

b
m(bfa)g/ f(z)dx < M (b= a)

/abf(x) dx

Corollaire 3 Soit f une fonction dérivable sur [a; ] telle que Vz € [a;b] : |f ()| < k alors

< [ W)

Corollaire 2 Si f est dérivable sur [a;d] :

b
/qundx<kw—@

Corollaire 4 (Inégalité des accroissements finis)
Soit f une fonction dérivable sur [a;b] telle que Va € [a;b] : | f' (x)| < k alors :

[/ (0) = f(a) <k(b—a)

Définition 3 Si f est dérivable sur [a;b] on appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le nombre réel

b
bia/f(x) dx
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4 Calculs d’intégrales

4.1 Intégration immédiate

u désigne une fonction dérivable sur I et F' une primitive de f sur I.

f(z) F(z) f(z) F(x)
ur+1 ) 1
u"a (r# 1) — sin (ax + b) . cos (ax +b)
1
v In |ul cos (ax +b) . sin (az + b)
U
e o Lttt = L .
1 cos? x
1122 arctan 1 )
T —_— arcsin @
V1-—a2

4.2 Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a;b] telles que u’ et v’ soient dérivables sur [a;b] .

b b b b
(wv)" = u'v 4w’ = uw' = (w) =u'v = / w' dzr = / (uv) dx — / wvdr = ]’ — / u'vdr

b b
/ wv' dx = [uv]z —/ u'vdx

4.3 Intégration par changement de variable

Soit f dérivable sur [a;b] et Soit F' une primitive de f sur [a;d].
Soit ¢ dérivable sur [a; 5] & valeurs dans [a; ] et telle que ¢ () = a et ¢ (3) = b.
b B
| 1@ de=F®) - F@) = Flo ()] - Flo(all = [Fow@]f = [ (Foul ¢ dt

«

¢ 16
:/zwﬂmwwm:/fwwmwwt

b B
/f(m)dx:/f[go(t)]ap’(t)dt avec a = ¢ () et b= ¢ (B)

4.4 Intégration d’une fraction rationnelle

1. Le degré du numérateur est-t-il strictement inférieur a celui du dénominateur ?
Si non, effectuer la division euclidienne du numérateur par le dénominateur.
On est ramené alors a la somme d’un polynoéme et d’une fraction rationnelle du type voulu.

2. La fraction s’integre-t-elle immédiatement ?
/ /

Cest le cas de — ougouua/_:u’.u” sir#1
441 U U
3. Si f () aw+b,.f() a2z b i< intéeration immédiat
. Sif(x) = ——— écrire f(x) == uis intégration immédiate.
x2+1 27241 Cgz41 P &
2 b
4. Sif(x)zimx—i_p avec A = b? — 4ac < 0 : poser t = art
ar? +br +c V=A
Si A > 0, factoriser le dénominateur et voir 5.
5. Si f(x) N() deg N < 1+ deg @ et Q(a) # 0 al
. Si f(x) = ——————— avec deg egQ et Qa alors
- @) Q@)

avec A € R et deg R < deg @




