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6 Solutions

Solution de 1’exercice 1

1 x —x\ __ 13 3 . o
5(6 —e )—x—l—ém + z¢ (x) avecilirbs(x)—o

1
2. f(x):m:1+x+x2+m35(x) aveciigbs(a:):o

1 _1 1 3 5 3 .

3. f(x)= 1_x:(lfx) 2:1+§z+§x +z°e (x) avecigs(:c):O
1 .

4. f(x):m:1—172+x35(:r) aveci%s(x):o

1 1
5. f(x):’ll—i—%:l—i-gx—ﬁxz—i—x?’a(x) aveciii%e(x):()

6. f(x) = a? 3+x:\/§m2+§x3+x35(x) avec lir%e(x):0

V1 1 -
7. f(x):ﬁ:lJrixfngJrrds(x) aveciig%)e(x):O
8. f(x)= 51;12330 =3z — 622 + Z2® 4+ 2% (z) avec lim e (z) =0
4
9. f(x) =2sinzcosz =2z — §x3 + 2%¢ () avec lin%)s(x) =0
In(2+4 1 _1
10, f(2)= BCHID) o by @) = 27F (14 32) (24 In (14 20))

V24 6z
1 1 3 1, (27 3 _
:5\/§ln2+§x\/§ —§1n2—|—2 +§x\/§ §1n2—5 + z°¢ (x) avec lim e (x) =0

x—0

In (1—1—952) _1
1. f(r) = ——=t = (14+2%) %In (1 +22) =27 + 2% () avec lim e (z) = 0
Solution de l’exercice 2 Indiquer & chaque fois que lin%)s(x) = 0 (ou }in%a(t) = 0) pour pouvoir
conclure.
3
. x—sinz 1’—{1’—%—}—1’35(1')} i %—l—x?’s(m) . tt+e(@ & 01
1. im — = lim . = lim = = lim =T=7
e=01l—cosz 20 1—[l—2% a2 ()] =02 ta2(x) +-05+e(x) 5 3
1+2 -1+ 1+2—[1+ix+ L2 + 2%
2. lim —2 VT gy 2T [ A, @)
7—0 ’12—00533 z—0 1—[1—-% 4 22 ()]
_ %Jm?g(x): , é+£(x):1
a—0 2 4 32 (z) a—034e(x) 4
3 lim e —Vi-=z lim 1+az+ae(x) = [1- o+ ae(z)]
r—0 3 xT ( ) z—0 T
s+ xe(x 3 3
= lim 2— "7 - -
ti B i < (] <
ze® 4+ 1 — e x[l+x+z5(z)]+1f{1+z+§+x25(z)]
4. lim ——— = lim
z—0 , x z—0 X
L+ 2%
= lim Z 7 @ _ lim PJr:cs(x)] =0
z—0 x z—0 12
027 _ et L o 1+2x + 222 + 2% (z) —z [1 + = + z¢e (x)] — [1+x+””2—2+x25(x)}
5. lim >— = lim . 5
=0 (e” —1) v=0 (1+z+ % +a%ze(z) — 1)
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1 1+t)In(1+1¢ 1+t +te(t t+1 1 4 1
6. lim ——— " :lim—(+)n(+):lim(+)[+€()}*1' trte® _ 1m7+6():7
—1x2+x—2  t-0 t(t+3) t—0 t(t+3) t—>0t(t+3) =0 t+3 3
2 _ 2 _ 2+t 2(1 _ ot _
7 i g £ T (1—¢€") e[l —{1+t+te(t)}]

21—\ E—1 i=01—It1 ta01—\/1+t:t5% 1= [14 3t +te(t)]
e? [—t + te (t)] i e [-1+4¢ (t)] 92

=0 —ltte(t) =0 —L4e(d)

1 1 1
(14t —t . t—L42e@)—t 1
lim = lim = __
t—0 2 t—0 12 2
1 R VI A S B RV e
9. lim ——F——= =1lim = lim
Tr—-+00 €T — xel/ib t—0 % _ let t—0 1— et

t
i 1-[1+ t+t5(t)]71_ —t+te(t) 1
0T [T rtrte ()] S0 —tite(t) 2

Exercice 12 On notera 7 la tangente a C au point d’abscisse 0

1 1
1. f(z)=shz = 5 (" —e ™) =a+ éx?’ + 2% (z) avec lirrba(ac) =0
xr—
La troncature a ordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f () donne une équation
de7 :y==x
1 1

flx)—x= 6303 + 2% (z) a méme signe que —z* au voisinage de 0.

Donc, au voisinage de 0 : & > 0= f () —2 > 0 = C au dessus de 7 ¢t

toujours au voisinage de 0 :x < 0= f(z) — 2 < 0= C en dessous de T

11
2. f(x)=sinz(l+cosx) =2z — Fx‘g + 23¢ () avec lin%)s (x)=0
La troncature a Pordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f () donne une équation
de 7 :y=2x
11 4 4 . . 11 4 .
f(x)—2x= s + z”¢ () a méme signe que —g &40 voisinage de 0.
Donc, au voisinage de 0 : ¢ > 0= f(z) —2 < 0= C en dessous de 7 et
toujours au voisinage de 0 :x < 0= f(z) —2 > 0= C au dessus de 7

1
3. f(z) =2% —2e" = -2 - 22 — gx?’ + 23¢ () avec lil%e () =0
La troncature a Pordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f () donne une équation
de7 :y=-2-2x
1 . . 1
flr)—(—2—-2z2)= ,gzd + 2% (z) a méme signe que f§x3 au voisinage de 0.
Donc, au voisinage de 0 : >0 = f (z) — 2 < 0 = C en dessous de 7 et
toujours au voisinage de 0 :x < 0= f(z) —2 > 0= C au dessus de 7

2
4. f(x)=2*+2In(1+2) =22+ §x3 + 3¢ (x) avec hH%)e(x) =0
La troncature & ’ordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f (2) donne une équation
de 7 :y=2z

2
fz)—2x= ga:?’ + 23 (z) a méme signe que gaj?’

au voisinage de 0.

Donc, au voisinage de 0.: z > 0= f(z) —2 > 0= C au dessus de 7 et
toujours au voisinage de 0 :x < 0= f(z) — 2 < 0= C en dessous de T
1
5 f(z) =2 — —— =142+ 2 + 2% (z) avec lir%a(a:) =0

1+z
La troncature a l’ordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f (z) donne une équation

de7 :y=—-14=z

f(x) = (=14 ) = 2% + 2% (z) a méme signe que z* au voisinage de 0.
Donc, au voisinage de 0 : 2 > 0= f(z) —2 > 0= C au dessus de 7 et
toujours au voisinage de 0 :x < 0= f (z) —2 < 0 =-C en dessous de 7

3
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1 1 1
6. f(x)= §x2+\/1+x: 1+§m+1—6x3+x35(x) avec lin%e(as) =0
La troncature & ’ordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f (2) donne une équation

1
deT:y:1+§z

3

1 1 1
fx)— <1 + x) = —% + 23 (¥) a méme signe que 167 au voisinage de 0.

27) 16
Donc, au voisinage de 0 : & > 0= f () —2 > 0= C au dessus de 7 et
toujours au voisinage de 0 :x < 0= f (z) — 2 < 0 = C en dessous de 7

1+In(1+2) 1 5 o o .
7. fla) = ———F =14 -z — —z“+x%c(x) avec lime(z) =0
fla) =i 37— 34 + 2% (2) ave liny < (z)
La troncature a Pordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f (x) donne une équation
1
de7 :y=1+ 3%

2
Done, au voisinage de 0 : f (z) — 2 < 0 = C en dessous de T

1 5 5)
f(x)— (1 + —m) = —§x2 + z%¢ (x) a méme signe que —ng au voisinage de 0.

5
8. f(z)=e*cos3x =1+ 2x — §x2 + 2% () avec 111%5 (x)=0
r—
La troncature a ordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f () donne une équation
de7 :y=1+4+2zx

flx)—(1+2z)= —§x2 + 2% (z) a méme signe que —ng

au voisinage de 0.

Donc, au voisinage de 0 : f (z) — 2 < 0 = C en dessous de T

1
9. f(x) =arctanz = x — —2° + 2% (x) avec lin%a (£)=0
xTr—
La troncature a Pordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f (x) donne une équation
de 7 :y==x
1 1
fl@)—xz= —§x3 + 3¢ (z) a méme signe que — =2 au voisinage de 0.

Donc, au voisinage de 0 : « > 0= f (z) — 2 < 0 = C en dessous de 7 et
toujours au voisinage de 0 :x < 0= f(z) — 2 > 0= C au dessus de 7

- 1
10. f(z) = 16 =1+ 5:52 + 2%¢ (z) avec lir%e (x)=0
— X r—
La troncature a ordre 1 de la partie réguliere du développement limité de f () donne une équation
de7 :y=1

2

1 1
flx)—1= 53:2 + 2% (z) a méme signe que 5% au voisinage de 0.

Donc, au voisinage de 0 : f () —2 > 0= C au dessus de T

1
Exercice 13 En posant ¢t = — :
x

1\ 1 =T Py de() 11 ¢
f(z)=2%In 1+; :t_21n(1_|_t): 2 t32 ()ZZ—§+§+t€(t)aV€Ctli_I%5(t)=0

1 1 1 1 1
D’ou f (x) :x—§+3—$+55 (;) avec mll}rf@&(;) =0

1 1 1 1
o= (o= 5) ] =l +5e (3)] -0
1

Donc la droite A d’équation y = z — — est asymptote a C vers +0oo

1 1 1 1 . . 1 ..
f@)—z—=)=-—+ —¢| =) améme signe que — au voisinage de +oo.
2 3z x \z 3z

1
Donc au voisinage de +o0o : f (z) — (m - 2) > 0:C est au dessus de A.
De méme la droite A d’équation y = x — 3 est asymptote a C vers —oo et, au voisinage de —oo C est en

dessous de A

1
Exercice 14 En posant t = — :
x
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1 1 1 1 t2 t3
f(.%'): (mQ—i—QE)e% = (t—2+¥>et:t—2(1+t)et:t_2(1+t) |:1+t+§+g+f38(t):| avec%ilr(l)s(t):
0
1 2 3 2 3 2 1 /1 1
mm“@:ﬁ+z+5+?+“@:f+”+§+§+z4§ W*gﬂftﬁzo

s o s - 241 (2]

Donc la courbe d’équation y = 22 4+ 2z + = est asymptote & C'y vers +00

3 2 1 1 R . 2 -
f(x)— 2 42+ = + —5 a méme signe que — au voisinage de 400
2) " 3x T 3x

Donc au voisinage de +oo : f (x) — (:1:2 + 2z + 2) > 0 :C est au dessus de A.

De méme la courbe d’équation y = z2 + 2z + 3 est asymptote a C vers —oo et, au voisinage de —oo, C

est en dessous de A

1
Exercice 15 Poser t = — et remarquer que ¢ > 0 si on étudie au voisinage de +o00 et ¢t < 0 si on étudie

au voisinage de —oo.
Ne pas oublier que t > 0= [t| =t et que t < 0= |t| = —t

1. Au voisinage de 400 :

1 /1 1 1 1 1
f(x)zx—i— .T2—1:¥+ t_2_ :¥+—\/1—t2:g+¥\/1—t2

S B N )| =2 L (L li L

_t+t 2 8 c e 93+£E6 T avecw_l)rfoog z)

On en déduit que A d’équation y = 2z est asymptote a C vers +oo et qu’au voisinage de +oo, C
est en dessous de A.

Au voisinage de —

1 1 1 1

fla) =zt =37 ﬁ_1_¥ V =gV

1 1 1 1 1 1 1
— - _Z |12 t4+t4 —+~e|=]avec lim e[ =)=0

t ot 2 x x z—+o0 \ X
On en déduit que A d équation y = 0 est abymptote a C vers —oo et qu’au voisinage de —oo, C est
en dessous de A

2. Au voisinage de +00 :
1 1 12 1 1 /1 1

f(l’) :CCB% = get = ; |:1+t+2 +t2€(t):| :I+1+%+§5 <x> avec IEIJ’I}OOE <$> :0

On en déduit que A d’équation y = x + 1 est asymptote a C vers +o0o et qu’au voisinage de +oo, C
est au dessus de A.

Au voisinage de —oo : résultat identique.

On en déduit que A d’équation y =z + 1 est asymptote a C vers —oo et qu’au voisinage de —oo, C
est en dessous de A

3. Au voisinage de o0 : ,
f () 73325111% tlgsmt* t12 {t % +t35(t)} =z — é + %5 <310) avec IEToog (;) =0
On en déduit que A d’équation y = z est asymptote a C vers 400 et qu’au voisinage de +o0o, C est
en dessous de A
Au voisinage de —oo : résultat identique.
On en déduit que A d’équation y = x est asymptote a C vers —oo et qu’au voisinage de —oo, C est
au dessus de A

4. Au voisinage de +0o0 :

1 1 1
) =Va2+14+/22 1= t_2+1+ t_2_1 1+822+— \/1—752

[t] ¢l
Lo 1y 4 1 Lo 1, 4 2 1 3
RSt te )] - 1Sttt ()| =S - S B e (¢
3 + E():|+t|: 5 + e (t) i + t°e (t)

1
=-11
t +2 2
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f(z) =22 — ﬁ + x—l?)s (i) avec IEIEms <313> =0

On en déduit que A d’équation y = 2x est asymptote & C vers +oo et qu’au voisinage de +oo, C
est en dessous de A

Au voisinage de —oo :

1 1 1 2 1.
fla)=oVI+t2+ oVl -2 = — [\/1+t2+\/17t2] :—¥+7t3+t35(t)

! 1 |t1| 1 1 !
fx)=—2x+ s + e (x) avec rEIEoog $) =0

On en déduit que A d’équation y = 2z est asymptote a C vers —oco et qu’au voisinage de —oo, C
est en dessous de A



