Arithmétique

1 Divisibilité dans 7Z
1.1 Multiples d’un entier relatif
Définition 1 Soit n € Z. m € Z est un multiple de n s’il existe k € Z tel que m = kn.

On note nZ '’ensemble des multiples de n.

Définition 2 Soit n € Z. d € Z* est un diviseur de n s’il existe ¢ € Z tel que n = qd.
On note alors d | n. On note Div (n) 'ensemble des diviseurs de n.

m multiple de n < n diviseur de m
m € nZ < n € Div (m)

Remarque 1 Div(0) =Z

Notation : On note Div (a,b) = Div (a) N Div (b) ’ensemble des diviseurs communs & a et a b.

1.2 Propriétés de la divisibilité

l.d|ne —d|n

2. { Z |7én0 = |d| < |n|. Donc tout entier non nul admet un nombre fini de diviseurs.

Si d et n sont des entiers naturels, d | n = d < n.

3. { d|n =n=doun=—d
n|d

alb
4. { ble =alc

5. a € Div (b,c) = a | bx + cy pour tout (z,y) € Z*. En particulier, a | b+ceta|b—c

6. d|n=VceZ: dc|nc.

2 Division euclidienne dans N

Théoréme 1 Soit a € N et b € N*. 3! (¢,r) € N? tel que

‘azbq—l—r avec 0<r<bd

Démonstration. b > 0 donc les multiples positifs de b forment une suite strictement croissante.
Ecrivons les multiples de b de 0 jusqu’a (a + 1) b.

| | | |
0 b 2b ......... qb (q+1)b ......... (a+1)b

(a+1)b=ab+b>ab > a (car b > 1). Donc a est nécessairement, soit 'un des multiples écrits, soit
compris entre deux multiples consécutifs, c’est a dire qu’il existe ¢ unique tel que a € [gb; (¢ + 1) b|.

Soit r = a — bq (r est donc unique). bg<a<b(g+1)=0<r<b

Donca=0bg+ravec0<r<b
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Arithmétique 2

3 PGCD de deux entiers naturels

3.1 Diviseurs communs a deux entiers naturels

Soient a et b deux entiers naturels non tous les deux nuls.
Div (a,b) = Div (a) N Div (b) est une partic de Z non vide (elle contient 1) et ses éléments sont tous
inférieurs ou égaux a a et a b. Donc Div (a, b) posséde un plus grand élément.

Définition 3 Soient a et b deux entiers non tous nuls. Le plus grand élément de Div (a, b) est le PGCD
de a et b. On le note a A b.

Théoréme 2 Vc € N: | Div (¢,0) = Div (¢) ‘

Théoréme 3 ‘a|b:>a/\b:a|

Démonstration. a | b = Div (a) C Div (b) = Div (a) N Div (b) = Div (a).
a A b est donc le plus grand élément de Div (a) c’est & dire a.

Théoréme 4 ‘ a = bq+ r = Div (a,b) = Div (b, r) |

Démonstration. '
d € Div(a,b) | d€Div(a.0) | ;e piy b ) done Div(a,b) € Div (b, 1)
r=a—bq d|r
d € Div (b,r) d € Div (b, r) . . .
o= bg+r } d|a = d € Div (a,b) donc Div (b,r) C Div (a,b)

3.2 Algorithme d’Euclide

. ) o o a=bg+r . o
Sib|la:aAb=Dbsinon : 0<r<b }:>D1V(a,b)—D1V(b,r)
i . o o b=raa+m . .
Sir|b:bAr=rsinon : 0<r <r }:>D1V(b,r)—D1V(r,r1)
T =T1q2 + T2

Siry|r:rAry=rp sinon

0< 1y <1 } = Div (r,r1) = Div (r1,r2) .

La suite (r,,) étant strictement décroissante et positive, on obtient donc de proche en proche :

Div (a,b) = Div (b,r) = Div (r,r1) = Div (r1,7r2) = - -+ = Div (rp—1, ) = Div (1, 0)

r,T1,T2, ..., n_1,Ty sont les restes obtenus dans les divisions successives.
Or Div (ry,,0) = Div (r,,) et puisque r,, est le plus grand élément de Div (r,,) : r,, est le plus grand élément
de Div (a,b) donc r, = a Ab.

3.3 Conséquences de l’algorithme d’Euclide

Théoréme 5 Lorsque b ne divise pas a : | a A b est le dernier reste non nul obtenu par l'algorithme

Théoréme 6 | Div (a,) = Div (a A D)]

Démonstration. Div (a,b) = Div (r,,0) = Div (r,) = Div(a A D).

4 Nombres premiers entre eux

Définition 4 Deux entiers naturels a et b sont dits premiers entre eux lorsque a Ab =1

Théoréme 7 (Bezout) ‘a/\b: 13 (u,v) €Z? au+bv=1

Démonstration.
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aNhbla

: 2. _ :
1. Si 3(u,v) € Z* : au+ bv = 1. Alors : anb|b

}éa/\b|au+bvéa/\b l=anb=1
2. Si a Ab =1, notons d le plus petit élément strictement positif de aZ + bZ. (aZ + bZ contient des
entiers strictement positifs car a € aZ + bZ et b € aZ + VZ).
Puisque d € aZ + bZ, d = au + bv.
Montrons que d | a et d | b. Il en résultera d = 1 et donc 1 € aZ + bZ.
La division euclidienne de a par d donne : a =dg+r avec 0 <r < d
r=a—dg=a—(au+b)qg=a(l —uq)+b(—vq) € aZ + VZ
d étant le plus petit élément strictement positif de aZ + bZ on ne peut avoir 0 < r < d.
On a donc obligatoirement r = 0. Donc a = dq et d | a. De méme : d | b.

5 Caractérisations et propriétés du PGCD

a = da
Théoréme 8 |[d=aAb<a< b=dV
a Nb =

Démonstration.
1. Supposons que d = a A b.
d € Div (a,b) = a=da’ et b=db'.
. a =da’ a=dda" .
d' € Div (a/,V) = Y—db (= b= ddb } = dd' € Div (a,b)
d étant le plus grand élément de Div (a,b), dd’ < d. Donc d' =1 d’ou o’ AV = 1.
2. Supposons a =da’, b=db’' et o’ ANV =1. On a évidemment d € Div (a,b) .
Bézout = d'u +bv=1=au+bv=ddu+dbv=d(ad'u+bv)=d
Soit ¢ € Div (a,b). Alors § | au + bv = d et donc § < d.
d est donc le plus grand élément de Div (a,b). Donc d = a A'b.

. B d € Div (a,b)
Corollaire 1 d—a/\b<:>{ deal L b7
Démonstration. & dd da’
a = aa a = aa a = aa .
d=anbs{ b=d/ << b=db Ty b= {ZgaDZV&zb)
a ANb =1 du+btv=1 au+bv=d

Théoréme 9 Ve € N* : | (ca) A (cb) = c(a A D) |

= dc = (ac) A (be) .

Démonstration. d=a A b= { d € Div (a,b) { de € Div (ac, be)

d € aZ + bZ dc € acZ + beZ

6 Théoréme de Gauss

Théoréme 10 (Gauss) Si (a,b,c) € N*3 : an Z‘:bf } =alc

Démonstration. au+ bv =1 = auc+ bvc = c.
a | auc de maniére évidente et a | buc par hypothése. Donc a | auc + bve = ¢

Corollaire 2 Si n € N est divisible par a et b premiers entre eux, alors il est divisible par ab.

Démonstration. n = ap et n = bq. Donc ap = bq.
blapet aAb=1doncb|p (Gauss)
Donc p = bp’ et n = ap = abp’. Donc ab | n.

Définition 5 La fraction % est dite irréductible lorsque a A b = 1.
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7 PPCM de deux entiers naturels

7.1 Multiples communs de deux entiers naturels

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. L’ensemble des multiples strictement positifs communs a
a et b est une partie non vide de N car elle contient ab € N*. Donc cet ensemble posséde un plus petit
élément.

Définition 6 Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus petit élément de I'ensemble des
multiples strictement positifs communs a a et b est le PPCM de a et b et se note a Vb ou PPCM(a; b)

7.2 Propriétés du PPCM

d=aAnbd
Théoréme 11 Si (a,b) € N*2: a=da p=aVb=dal/
b=dV

Démonstration.
1. m = da’l’ est multiple commun a a et b car a = da’ et b = db’.

2. Si p est un multiple commun & a et b: p = ap = bg. Montrons que p > m
ap=bg=da'p=dbg=ap=Vqg=d |bVqg=d |q (Gauss).
g=ka = u=>bqg=>bka’ =db'ka’ =km > m car k € N*.
m est donc le plus petit commun multiple de a et b.

Corollaire 3 Tout multiple commun & a et b est multiple de m =a V b

Démonstration. Soit x4 un multiple de a et b...voir alors la démonstration précédente.

Corollaire 4 | (and)(aVd)= ab|

Démonstration. ab = da'db = d (da’t’) =d(aVbd) = (aAb)(a VD).

Corollaire 5 |a/\b:1<:>a\/b:ab|

Proposition 1 Vc € N* : ‘ (ca) V (cb) = c(aVb) ‘

Démonstration. (ca A cb) (caV ¢b) = c(a Ab) (caV cb) d’apres le théoréme 9
(ca A cb) (ca V ¢b) = c*ab d’aprés le corollaire 4

D’ott ¢(a Ab) (caV cb) = c2ab.

De plus (a Ab) (a V b) = ab. ’apres le corollaire 4

D’ott c(a Ab)(caV cb) = c? (a Ab) (aVb) puis le résultat aprés simplification.

m=aa
Proposition 2 [m=aVvVb<s { m=[0b
aNp=1

Démonstration.

1. Sim =a Vb il existe a et § entiers tels que m = aa = (b
En posant d =a Ab,on aa=da et b=db aveca ANV =1.
md=ab= aad = adb = a =1V
md = ab = #bd = da’b = 3 = d
DoncaAgB =0 Ad =1

2. Supposons m = aa = b avec a AN =1
m est un multiple de a V b d’aprés le corollaire 3
Donc m =k (aVb) = kda'b' en posant d=a Abet a =da’ et b= db
aa = kdd'b = kab' = o = kb’ oy N P
8b = kda'V = ka'b = 8 = ka' }éa/\ﬂ—(kb)/\(ka)—k(a ANY) =k
Comme a A 3 =1 on en déduit m =a V b.
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8 Nombres premiers

Définition 7 Un nombre premier est un nombre entier strictement supérieur & 1 et qui admet exactement
deux diviseurs : 1 et lui méme.

Remarque 2 Un entier non premier admet au moins un diviseur autre que 1 et que lui méme. Un tel
diviseur est appelé diviseur strict.

Théoréme 12 Tout entier n tel que n > 2 admet un diviseur premier.

Démonstration. Sin est premier, le diviseur est alors n.

Si n n’est pas premier, n admet au moins un diviseur strict.

L’ensemble des diviseurs stricts de n est donc non vide et minoré par 1.

Soit p le plus petit diviseur strict de n.

Si p n’est pas premier, alors p admet un diviseur strict d. Onadonc d < p <n

Mais alors d | p et p | n donc d | n. Contradiction avec le fait que p soit le plus petit des diviseurs stricts
de n. Donc p est premier.

Théoréme 13 Tout entier n supérieur ou égal & 2 est premier ou produit de nombres premiers.

Démonstration. Sin n’est pas premier, il admet un diviseur premier p; d’aprés le théoréme précédent..
On a alors n = p1q. et ¢ < n car p; > 1.

Si g est premier alors n est produit de nombres premiers.

Si ¢ n’est pas premier, ¢ = q1g2 avec g1 premier et 1 < go < q. D’oil n = p1q1¢o.

Si g2 est premier alors n est produit de nombres premiers.

Si g2 n’est pas premier, on recommence.

Les quotients successifs forment une suite strictement décroissante de nombres entiers strictement positifs.
Le procédé va donc se terminer aprés un nombre fini de divisions pour amener au résultat.

Théoréme 14 Tout nombre entier se décompose de facon unique, comme produit de nombres premiers

Théoréme 15 L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration. Supposons que ’ensemble des nombres premiers est fini.

Soit alors p le plus grand nombre premier.

Posons N =(2x3x5x7xX - xp)+10o02x3x5xX7x---xpestle produit [] de tous les nombres
premiers.

N admet un diviseur premier g car N > 2.

Aucun des nombres premiers formant le produit [] n’est un diviseur de N car le reste de la division de
N par n’importe lequel de ces nombres est 1 d’aprés la définition de N. Donc ¢ > p. Contradiction.

Théoréme 16 Si p est premier et si n est un entier naturel non divisible par p: pAn =1

Démonstration. Soit d un diviseur commun a p et n.
d|p=d=1oud=p. On ne peut avoir d = p car alors p | n. Donc d = 1.

Théoréme 17 Si a et b sont deux entiers naturels et si p est premier : p |ab=p|aoup|b

Démonstration. Si p | a le résultat est évident.
Si p ne divise pas a alors p A a = 1 (théoréme vu précédemment).
Mais alors p | b (théoréme de Gauss)

Corollaire 6 Si a,b et p sont premiers : p | ab=p=a oup=0b.

Démonstration. p | a ou p | b d’apres le théoréme précédent.
Or a et b sont premiers et p# 1. Donc p=aoup=>

Théoréme 18 Soit n un entier non premier de décomposition n = pJ'p3? ... por.

Les diviseurs de n sont les nombres p?lpgz ...pPmavee 0 < B < ag.
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Démonstration. Sid|netd>1,onad= p?lpgz .. .prrpffll ...p% ot les py sont premiers distincts

et les (B entiers éventuellement nuls.

n=dketk=p'py...p7rp, . pl Pl -l o les > 0.

D’oun = pflp’gz .. .pﬁpfjff cpPeplipd? . .plrp:rll .. .pz-*pz_frf .. .pz_fll

= py T p T Bt

L’unicité de la décomposition en facteurs premiers implique

Bre1+ Y41 == Bs +9s =Vs41 = Y41 = 0.

Donc 8,41 = -+ = Bs = 0 car les exposants sont tous positifs ou nuls. Donc d = pfpoZ copB.

De plus B + 7 = ai toujours & cause de I'unicité de la décomposition en facteurs premiers.
Donc 0 S ﬂk S g

Corollaire 7 Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

1. aAb est le produit des facteurs premiers communs & a et a b, chacun étant affecté de son plus petit
exposant.

2. a V b est le produit des facteurs premiers figurant dans les décompositions de a ou de b, chacun
d’eux étant affecté de son plus grand exposant.
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