Solution 1 Vz e R: f(x+4) = (x +4— E(x+4))sin

Eléments de solution

Or, par définition de E (z) : E(z) <z < E(x)+1
Donc E(z)+4<z+4< E(x)+5dou E(zx+4)=FE(x)+4

On en déduit f($+4):($+4—E($)—4)sin(w—;+2ﬂ) = (z— E(2))

Solution 2 1. f fraction rationnelle définie sur R est dérivable sur R et [ (z) =

7w (z+4)

2

T

sin7 = f(x)

—x?2 =2 +1
(z2 + 1)2

2. (a). f'(r) a méme signe que —x? — 2\z + 1 trindme du second degré ayant pour racines a =

“A=V1I+ANetb=-A+V1+ A2

D’ou le tableau de signe de f’ () :

(b). f(a)=f(-A-

FO)=f(-A+VI+A2) =

. Ve eR*: f(x) =
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Solution 3 1. D =R — {aj;a;- -
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€T 1+_2 Tr——00 Tr——+00

x

x —00 a b ~+00
f(x) - 0 + 0 -

f@ ] N & /7 N o
1 -1 1 1
e et My =— =
20 2(A+V1I+ N 26 2 (—A+ VIt N

. A+ V1IN

lim ——— =+

A——+oco 2

jan}

1
2. Sur tout intervalle inclus dans D f est dérivableet : f/ (x) = — 5 5
(z—a1) (x —a2)

3.VzxeD: f'(x) <0.Donc f est strictement décroissante sur tout intervalle inclus dans D.

Attention a ne pas écrire que f est strictement décroissante sur D.
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4. Le théoréme de la bijection (si f est dérivable et strictement monotone sur Pintervalle I ...) conduit

a:

e l'équation f () = 0 posséde n — 1 solutions dans R (une dans ]a1; az[, une dans Jaz; asl, ...

dans Jan_1; an[)

o si A # 0, I'équation f (z) = A posséde n solutions dans R (examiner A > 0 et A < 0)

, une

Solution 4 1. A = (—2sin2a)® — 8 (1 + cos 2a) = —4 (sin® 2a — 2 cos 2a — 2) = —4 (1 + cos 200)°



Eléments de solution 2

D’ou les solutions : z; = sin2a — i (1 + cos 2a) et zo = sin 2a + i (1 + cos 2a)
2. 21 = —i—i(cos2a + isin2a) = —i (1 + €2%) = —ie'™ ('™ 4 e7'*) = —2i (cos @) '* = 2 (cos @) ei(e=%)

Siae|—%;% [ alors cosa > 0 d’on |21 = 2cosa et arg (z1) = a —

Sia¢|—%;%[ alors cosa < 0 d’on |z1| = —2cosa et 2y = (—2cos ) eimeila=%) = (—2cosa) eilots)
Donc arg (21) = a+ %

De plus zo = z1 = |22] = |21] et arg (z2) = —arg (21) .

Sia=—% ousia= % alors z1 = 20 = 0.

3. Les deux racines sont égales lorsque A = 0 donc lorsque a = —% ou a = %

Solution 5 1. Enposant z =z +iy:z2—iz=0& (x—y)+i(y—z)=0y=x

L’ensemble cherché est donc la droite d’équation y = x.
2. f est définie pour tous les complexes z tels que le dénominateur z — iz ne s’annule pas.
D’apres 1. f est donc définie sr C— Aou A={z+iy /z €R,y e R,y ==z}.

3 1) =i = U2 =+ 4i= [Fg] = 100" = | (B) van] == (B)" - 4

Solution 6 1. r, = (%)" 0

2. 6, =106 +n2%

3. 202122 = 8 = 292122 = 8 et arg (z02122) =0 [27].

Donc rorira =8 et 0y + 61 + 02 = 0 [211] d’ott o (3r0) (2710) =8 et o+ (o + Z) + (60 + 2F) =0 [27].
Doncr0f3et90f0[27r]f0car00€[ Z]. Do ann%“

On en déduit 7 =2, ro = % et 01 ==L, 05 = %’“
4. (a) Hm - |Zn+1 - Zn| = |Tn+1€wn+1 . rnewn = (3)”+1 To el(n+1)7" o (%)”roein%f
= (3)" o |em | |3 — 1] = (3)"3[3e % — 1] = (3)" 3|4 —Hi‘ = (2)"3,/R=(3)" VD9
1

(b) I,, = \/E(1+ 24 (%)2 4ot (%>n) — J/I9 _@;H _ 319 (1 B (%)n-i-l)

3
. 2\ 1 .
() lim (3)"=0= . hrf I, =3v19

n—-+oo

Solution 7 1. Supposons n non premier. Alors n = pg avec p et g entiers strictement compris entre 1
et n.
- . 2P —129 -1
Dou A, =271 -1 = 59— T o4
Ces deux facteurs sont entiers (sommes de termes de suites géométriques a termes entiers).
A,, étant premier, 'un des facteurs vaut obligatoirement 1. D’ott p = 1 ou ¢ = 1. Faux.
Donc n est premier.
2. B, =1+10+10>+10%+ .- 4+ 107! = L:40°

Si n n’est pas premier, n = pq avec p et q entiers strictement compris entre 1 et n.
0P7 -1 10P7—110°P -1
Alors B,, = =

10-1  10°P—1 10-1

Ces deux facteurs sont entiers (sommes de termes de suites géométriques a termes entiers).
By, étant premier, I'un des facteurs vaut obligatoirement 1. D’otl p = 1 ou ¢ = 1. Faux.
Donc n est premier.

3. (a) p=4g+ravec0<r <4

r =0 = p = 4q n’est pas possible

r=1=p=4q+1 est possible (avec p =5 ou p = 13 par exemple)
r=2=p=4qg+2=2(2q+ 1) n’est possible que si 2¢ + 1 =1 et donc p = 2.

r =3 = p=4q + 3 est possible (avec p =7 ou p = 11 par exemple)

(b) p=6g+ravec0<r<6

r =0 = p = 6¢ n’est pas possible

r=1= p==06qg+ 1 est possible (par exemple p="7,p=13,...)
r=2=p=6¢+2=2(3¢+ 1) n’est possible que si 3¢ + 1 = 1 et donc p = 2.
r=3=p=6¢+3=3(2¢9+ 1) n’est possible que si 2¢+1 =1 et donc p =3
r=4=p==6q+4=2(3¢+2) n’est possible que si 3¢ +2 = 1 ce qui est impossible (¢ € N*)
r=5= p=06qg+ 5 est possible (par exemple p =11, p=17,...)




Eléments de solution 3

(c) Si p > 5 les restes possibles dans la division par 4 sont 1 et 3 et ceux possibles dans la division par
6:1etbh.

ep=6n+1=p>—1=36n>+12n=12n3n+1).

— Si n est pair, n = 2k = p* — 1 = 24k (6k + 1)
— Sinestimpairn =2k+1=p>—-1=12(2k+1) (6k +4) =24 (2k +1) 3k + 1)

e p=06n+5=p>—1=36n>+60n+24=12(3n*>+5n+2) =12(n+1) (3n+2)

— Sinest pair,n=2k=p> —1=12(2k+ 1) (6k +2) =24 (2k + 1) 3k + 1)
— Si n est impair n = 2k + 1 = p? — 1 = 12 (2k) (6k + 5) = 24k (6k + 5)

Dans tous les cas : p? — 1 est divisible par 24.

4. p=(m+n)(m—n) et p premier. Doncm+n=1oum—n=1.
m+n:1énzlfmép:(m+n)(m—n):lx(m—(l—m))z?mflém:%
mfnzlén:m—lép:(m+n)(m—n):(m+m—1)><1:2m71:>m:p7+1

Dans tous les cas : m = p—;l

Alors,nzl—mzl—gﬂz—%l oun:m—lz%1
Recherchant les solutions entieres naturelles : m = 2L ot n = 251
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