Eléments de solution

1 Solution exercice 1

1.1 Partie A - Etude d’une fonction auxiliaire

1. ¢ (x) =1—¢€" < 0 sur [0;400|, donc g est décroissante sur [0; +o0.

2 x X
Deplus,pour:v;éO:g(:v):$<1+;—%>:> lim g(x) = —ococar lim ¢ - i

r——+00 r——+o0 I

2. a. La fonction g est dérivable sur [0; +o0], strictement décroissante. Elle définit donc une bijec-
tion de [0; +-00[ sur |—oo, 1] qui contient 0, donc ’équation g(z) = 0 admet une solution et une
seule a dans [0; 400

b. Comme g (1,14) ~ 1, 3232x1072 > 0et g (1,15) ~ —8,1929x1072 < 0,onal,14 < a < 1,15

3. D’apres le tableau de variations de g, g(x) > 0 pour = € [0, et g (x) < 0 pour = € Ja, +o0].

1.2 Partie B - Etude de la fonction f et tracé de la courbe C
il ) — a T2t efg(x)
1. (a) Yz € [0;+00[: f'(z) =e e 117 (@e + 1P

b. f'(x) a méme signe que g (x). Donc f est croissante sur [0, a[ et décroissante sur Ja, +o0].

1l—e™® e"(l—e®) e*—1
2. a. V S R . = = =
‘ trater er(zte®) xer+1 1@
b. lim e*=0= lim f(z)=0
r—+00 r—+00
La courbe représentative de f admet donc une asymptote d’équation y = 0.

3. agla)=0ca+2—-e"=0e"=a+2
@ —1 2)—1 1 1
Dot f (a) = — _lat2-1  afl
ac*+1  a(@+2)+1  (a+41) a+1
1 1

L5+l “a+l Lid+1

b. Onen déduit : 1,14 <a < 1,15 = = 0,46 < f (a) < 0,47

4. y==x.

5. a. Vo e 0;+oof: f(z)—z =< a?e” —x _ (L+a)(—we® +e” —1)
$€m+1 xem+1

b. Vx € [0; +oo[: v’ (z) = —ze® < 0, donc u est décroissante sur[0; +ocl.
u(0)=0=u(z) <0sur[0; +oof.

c. Sur [0; +oo], f () — x a méme signe que u (), donc C est en dessous de la droite (T).
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0.2

0.1

1.3 Partie C - Calcul d’aire et étude d’une suite
1. Vz € [0; +oof: F(z) =In(z+€%)
2. Puisque la courbe C est située au-dessous de la tangente (T) :

[t [t 13 NP
A/O(:B f(;v))da:/oxd;v [F(:B)]Of2 In (e 4+ 1) unités d’aires

Donc A = 16 <g —In(e+ 1)) cm?. On a donc : A ~ 2.99 cm?

1
e’ —1 1
3. a. UO/O mx_‘_ldaz:[F(x)}0:71+1n(e+1):0,31

2
e’ —1 9
vlz/l $€x+1d33:71+1n(2e +1) —In(e+1)~0,45

e -1
UQ:L $6x+1d33:71+1n(363+1)—ln(262+1):0,36

b. Comme f est dérivable et positive sur [n,n + 1], on peut interpréter graphiquement v,, comme
Paire entre la courbe (C'), 'axe des abscisses, et les droites d’équations x = n et x =n + 1.

c. f est décroissante sur [n,n + 1] puisque o < n dés que n > 2.
DoncVz € n,n+1]: f(n+1) < f(z) < f(n)
n+t

D’ou /n+1 fn+1)de < /n 1 f(z)dx < /n+1 f(n)dx

nzll-l " n+1 "
Or/ f(n+1)d:c:f(n+1)/ lde = fn+1)(n+1-n)=f(n+1)
n n ntl
Donc, pour tout n > 2: f(n+1) < f(z)dx < f(n)
Pour tout n > 2, on a : f(nJrl)"< vy, < f(n) et f(n+2) < vpy1 < f(n+1) done
Un+41 < Un-

Comme de plus v2 < v; d’apres la question 3) a) , on peut conclure que la suite (v,) est
décroissante a partir de n = 1.
d. Comme hr—E fn+1)=0et ha[_l f(n) =0, le théoreme des gendarmes permet de conclure
n—-1+0oo n—-+0oo
que la suite (v,,) admet en +oco une limite, et que lim v, =0

n—-+o00

2 Solution exercice 2

1
1 (a) ¢ (t) = m > 0, donc ¢ est croissante [0, 2],
3 7
Donc ¢ (0) S 9 () S ¢ (2) = 5 <w(t) <

(b) 1l suffit de multiplier I'inégalité précédente par en > 0.
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23, 2 ¢ 27
(c) —endt < [ p(t)endt < —endt
0o 2 0 0o 4
2 2 2 2
Or/ e%dt:[ne% :neﬁ—n:n(eﬁ—l)
0 0

3 7
Donc 3" (e% — 1) <u, < 1" (e% — 1)

2
(d) On utilise le changement de variable défini par h = =, en remarquant que si n tend vers +oo
n

2
alors h tend vers 0. Donc lim n (e% — 1) = lim 7 (eh — 1) =2

n—-+oo h—0

3 7 7
Donc lim —-n (e% — 1) =3et lim -n (e% — 1) =-.
n—-+oo 2 n—-+oo 4 2 .
Si (uy,) admet une limite L, alors en utilisant le théoréme des gendarmes : 3 < L < 3
1 2(t+2) 1 2t+3
2. Pour tout ¢ d 0,2 2— = — =
(a) Pour tou Qans[’ boma2— s == s 170
1 2
Doul = 2— ——dt=[2t—In(t+2)];=4—In2
oI~ [(2- it = pr—tn(e+ )]o n
t ¢
(b) Pour tout t dans [0,2],ona0< — < —,doul<<en < e car exp est croissante sur R
En multipliant I'inégalité précédente par < ) > qui est positif pour ¢ € [0,2],.on obtient :
2t4+3  2t+3 2t+3 22t 43 29t +3 22t 43
+ < + e < + e% d’ou + —dt < + e%dté + e%dt
t+2 S t+2 t+2 o t+2 o t+2 o t+2

2t + 3 2t +3
Or / + eid 7671/ —+dt en I d’ott le résultat.

(¢) lim ev =1,donc lim eI =1I. Le théoréme des gendarmes permet de conclure que (uy,)

n—-+o0o n—-—4oo

est convergente et que sa limite vaut I.

3 Solution exercice 3

3.1 Partie A

1. fi(z) = u(z)v () avec u(z) = = et v(x) —26_’6 . .
Donc f](z) =/ (z)v(z) + u(z)v'(z) = e — 222%™ =" (1-22?)

2 2
Donc f](z) a méme signe que 1 — 22% = —2(x — %)(m + —) trinéme du second degré ...
s i , 2 i S V2
D’ou f] est positive sur intervalle |0, > et négative sur l'intervalle DR +o00
2 2
Donc f; est croissante sur [0, 7] et décroissante sur %, +00
9 . —u 1 U
2. En posant u = x° on obtient : fi(7) = Jue ™" = —= x —
Vu e
1
Iim —=0 1
”_"""O\{F = lim fi(z)= lim —xlu:()
lim — =0 r—-+00 u——4o00 \/ﬂ e

u——o0 et
I’axe des abscisses est donc asymptote a C; en +oc.
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3. Tableau de variation :

T 0 g +o0
[ (@) + 0 -
1
V2e
f (@) / N
0 0

4. On a f1(0) =1 et f(0) =0, la droite A d’équation y = x est donc tangente & Cien O.
De plus fi(z) —z=2z(1 — e_'”Q) est positif pour tout z > 0 car e <1 puisque —z2 < 0
Donc la droite A, d’équation y = x est la tangente a C; en O et est située au dessus de Cj.

0.4
0.3
0.2
0.1
0
5. 0.5 1 IXS 2 25 3

3.2 Partie B

1. fi(z) = 30267 — 2e™ = g2 (3 —22?)

V6

6
Donc f4(x) a méme signe que 3 — 222 = —2(z — ——)(z + £) trinome du second degré . ..

6 6
Donc f3 est croissante sur [0, %1 et décroissante sur %, +00

2. Les positions relatives de C; et C3 dépendent du signe de f1(z) — f3(z) = :Ue_”2(1 —z)(1+2)
Pour z positif (fi(z) — f3(x)) est donc de méme signe que (1 — x), on en déduit que sur [0,1], C;
est au-dessus de Cy ( car fi(x) — f3(xz) > 0 ) et que sur [1,4o0[, C; est au-dessous de Cy ( car

fi(x) = f3(z) <0).
3. Voir la figure de la partie précédente.

4. (a) fi(x) est positif pour tout z, donc I’aire A; du domaine limité par la courbe Cy, les deux axes
1 1

-1 1 1

de coordonnées et la droite verticale D d’abscisse 1 vaut : / fi(z)dx = [7 e_xz] =5 5

0 0 e

(b) L’aire A3 du domaine limité par la courbe Cs, les deux axes de coordonnées et la droite verticale

1
D d’abscisse 1 vaut / fa(x)dx car f5(x) est positif pour tout x.
0

En intégrant par parties :

1 . 1
Az = / f3(x)dr = [;UQF1($)](1) —/ 22 F) (z)dx = Fi(1) +/ o= dp — —216 o
0 0 ;

3.3 Partie C

1 f3(x) = v/ (2)e”® +u(x)w' (z)e® = na" e — 2" le " = g le™ (n — 227)

Pour tout = € [0,400[, on a 2™ et e~ positifs, on en déduit que f/,(x) a méme signe que n —2x? =

-2 <x - \/§> <x + \/g> trinome du second degré ...
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n n
On en déduit que f;, est croissante sur {0; \/;} et décroissante sur [\/; + o0 {

La fonction f,, admet donc un maximum pour x = 5

1 /1
2. Le point de C; d’ordonnée maximum est donc le point S; de coordonnées (\/; ; 2—)
e

Le point de Cy d’ordonnée maximum est le point S5 de coordonnées | 1;

;=
e

3 3 /3
Le point de C3 d’ordonnée maximum est le point S3 de coordonnées (\/; '3 ﬁ)
e

On remarque que pour z =1, f,,(z) = e~ !, toutes les courbes C,, passent donc par le point Ss.

1
3. (a) ¢'(z) =/ (x)e"™ a méme signe que v (z) = §lng.lng <0& g <leld<zr<?2
g est donc décroissante sur ]0, 2] et croissante sur [2, +00].

, n n\% _a nipn_mn n(_ n
(b) L’ordonnée «,, de S, est f, ( 5) = (5) g% —ezm3 % — p3(~1+ng)
Donc a,, = g(n) qui est supérieur pour tout n au minimum atteint par g(x) pour z = 2, ce
minimum est donc as qui est précisément I'ordonnée de Ss.
On peut obtenir ce résultat sans étudier la fonction g, car il suffit de remarquer que ’ordonnée
de S, est le maximum atteint par f,, sur , qui est nécessairement supérieur a ’ordonnée de S

puisque C,, passe par Ss.
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