Eléments de solution

Exercice 1

1. (a) X peut prendre comme valeurs 0, 1 ou 2 :

CYxC3 28 ; .. . .
p(X=0) = —m T Pon choisit 0 billet gagnant parmi les deux gagnants et 2
10
billets perdants parmi les 8 perdants.
CixC: 16 C:xCy 1
X=1)=22">8 _ - . X=9)=22"“8 __
T; 0 1 2
D’ou la loi de X : 28 | 16 1
rX =) | = | &

(b) Iy a dans ce cas a choisir un billet gagnant parmi les deux gagnants et 1 billet perdant parmi
les (n — 2) perdants.
CyxCly 2x(n—2) 4(n—2)

Comme les tirages sont équiprobables, on a p,, =

C? nn=1)  p(n—1)
2
2. (a) On reconnait un schéma de Bernouilli
1V 1\ 2k K 0 [1 [2
P(Y=k)=Cy (—) (1 - —) soit — 6 | 8 I

(b) g0 = C} (%)1 (1%)“ :#
4n—2) 4(n—-2) 4(n-2)

3. (a) Pour tout n supérieur ou égal & 3 : — gy = — =
(a) P g Pn =0 = ) — T

4(n —2) 4(n—1) 4
< < =
n2(n—1) " n%2(n—1) = n?
. 4 .
Pour que p,, — ¢, < 1073, il suffit que — <1073 & n > /4000 ~ 63. 246
11 suffit de choisir ng = 64.

(c) Pour tout n supérieur ou égal & 3 : p,, — ¢, > 0 = p,, > @qn, et donc qu'il est préférable de tirer
les billets simultanément.

(b) Pour tout n supérieur ou égal 43 :n—2<n—-1=

Exercice 2
. (a) 2/=2(z—1—9)+2+4+i=32+2—1

1
(b) Soit w laffixe du point fixe Q cherché. w =3w+2—-i=>w=-1+ 51

2/ =32+2—iest de la forme 2’ = kz+b avec k = 3 qui caractérise une homothétie de rapport
3.
Cette homothétie est de centre € puisque w vérifie ’équation aux points fixes.

2. (a) G=1{5;8;11;14;17;20;23;26} et H = {2;5;8;11;14;17;20;23}.
(b) ' —y' =3x+2—By—1)=3(x—y+1). Donc 2’ — ¢ est multiple de 3.
(¢) Un entier est pair ou impair.
Lorque deux entiers sont pairs tous les deux ou impairs tous les deux, leur somme et leur
différence sont paires.
Lorsque 'un des deux est pair et 'autre impair, leur somme et leur différence sont impaires.
Dans tous les cas, la somme et la différence de deux entiers ont donc méme parité.
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(d)

m non nul est le produit des deux entiers non nuls @’ — 3’ et 2’ 4 3’ de méme parité et m est
pair : les deux entiers ' — 3’ et 2’ + 4’ sont donc pairs.

De plus, 2’ — 9/ est multiple de 3 premier avec 2. Il en résulte que 2’ — 3’ est multiple de 6.
2’ — 3 ne peut étre multiple de 30 car la plus grande valeur de o’ — ¢/ est 24.

x’ + 1y est pair et par hypothese 5 divise (' — 9')(2' +%/). Or 5 ne peut aussi diviser 2’ — ¢/’
qui déja divisible par 2 et 3 serait alors divisible par 30. Donc 5 divise 2’ + ¥/.

a2’ 4+, divisible par 2 et 5 premiers entre eux, est divisible par 10.

On cherche les couples (2',y') de G x H tels que 2’ — 3 soit divisible par 6 et 2’ + ¢ par 10.
Les couples (z',y") qui conviennent sont : (8;2), (17;23), 23;17).

Les couples (z,y) correspondants sont alors : (2;1), (5;8), (7;6).

Exercice 3

()

Si z1 est Paffixe de My, on a 21 = e'3 2

Si 2 est Paffixe de M’, alorson a 2’ = 2, — 1
iy

Dot 2/ =e'32—1

En appliquant la formule précédente, si b’ est 'affixe de 'image du point B :

= (1 1
b =e's (5 - 51\/5) —1 =0 ce qui montre que T'(B) = O.
Le point M d’affixe z est invariant par T si et seulement si T (M) = M, ce qui équivaut a
x 1 1 1 1
z=¢€3z—1&2=—% = -~ _Zi/3
es -1 —14+L4i3 2 2
Siz#£0 Z eéFz-1  (3+3iV3)(e+iy) -1 iz +liy+3iv3r—3V3y-1
12 L= = = =
z Z T+ 1y T+ 1y
(e iy +5iV3r— 3VBy — 1) (w—iy)  dat+ 4yt —x+i (3V322 + $VBY2 +y)
(z +iy) (x — iy) z? +y?
1,2, 1,2
dotRe (Z) = 2% +tay -«
z CEQ +y2
_— T _— T
OMM'’ est rectangle en O si et seulement si (OM, OM') =5 ou (OM7 OM') =-3 [27]

— — 2 Z Z
(OM, OM') = arg <—>, donc ces deux conditions équivalent si — # 0 a Re <—) =0, ce
z z z

1 1
quiéquivauta§x2+—y2—m:0etz;ﬁ0et2'750

2
C’est une équation du cercle de centre A et de rayon 1 : (x — 1)2 +y? =1
. —iz 1 1
Deplus 2 =0 e¢fz-1=0z2=¢ ° = 5~ §zx/§ donc (F) est le cercle de centre A et

1 1
de rayon 1 privé du point d’afﬁxe§—§i 3, c’est a dire B et de O.
(1-1°+12=1= M e (E).
o 1 1 1 1
N=le's (1+i)=1|=|—= = = i = -
|| = e’ (1+1i) — 1 ‘ 5 2\/§+Z(2\/§+2
1 1 1 1
‘<2¢§+2>x( +1) ’(2\/§+2)
1 1 1 1
=(gV3+5) xV2=5V6+5v2

Comme 'unité d’aire est égale a 16 cm?, l'aire du triangle OM M’ est donc égale a 16 x

OM > OM ;O :16><7|Z|>;|Z‘ — 8v/3 48 cm?

X |—1+1]

Exercice 4

PARTIE A

D1 f (@) =

n—2-—2nlnx
23
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-2 —2
2) fl(a)=0&hr=—"or=cm.
) fn (x) nr = 2n2 r=e
€ }O,eré_;2 [ =Inz < n2_ = fl (x) > 0= f, strictement croissante sur. }O,enz_?[
n

De méme, f, est strictement décroissante sur ]e 2n 400 [

1 Inz . Inz . . . .
3) fn (x) = p + 5 et xEI-sr-loo 2= 0 d’apreés le formulaire. Donc mkr}_loo fn (z) = 0.
n—2
T 0 e +00
4) _fn(@) + 0 -
2—n
fn (I) —0o0 / ze ? \ 0

lim f, () = lim (é) (1+nlnzx)=—oc.

z—0t z—0t
Inx

II) 2) (a) fot1(x) — fu (z) = T Résultat indépendant de n.

(b) On a fy (z) — f3(x) = f3(x) — fa(x), donc f5(x) = M. Si on note My, M3 et My les

points de Co, C5 et Cy d’abscisses x, M3 est donc le milieu de [MyMy], ce qui prouve que l'on obtient
M, comme symétrique de M par rapport & Ms. Cy est donc symétrique de Cy par rapport a Cl.
PARTIE B

P B ] (2 [
T | 1 T T | x|, e

2) Sur [1,€], —2 > 0, donc fry1 (z) — fn(x) = 0, donc Cpyq est située au-dessus de C,,, donc laire
x

(&

2
cherchée est égale en unités d’aire a / (far1 (@)= fo(x)dz=T=1—=ua
e

1
3) a) La fonction f5 est dérivable et positive sur [1, €]

donc Paire cherchée est égale a Ay = / fo(x) doe = / s +2—dz =
1 1

1 Inx
22

17° 5
—] yor=3-2

x], e

e
b) De méme A,, = / fn (z) dz d’ov A,,11 — A,, = I pour tout n > 2. Donc la suite (A,) est arithmétique
1
de raison I, dont la question 2) a fourni une interprétation géométrique.
PARTIE C
n—2 n=2 n=2
1) a)n>3:>2—>0:>ezn >1:>fn(e2n ) > fr(l)=1
n

b) fn est strictement croissante sur [1, e'mm [, et fn (1) =1, donc f, (z) > 1 sur ] 1, e'm [, ce qui prouve
bien que I’équation f, () = 1 ne peut pas avoir de solution sur cet intervalle.

1
2) lim f, (z) = 0 donc il existe « réel tel que x > a = f (z) < =
r—+00 2

fn étant strictement décroissante sur [6”2—;2,_,_00[ et fn (e%> > 1 donc a > e%
n—2
La fonction f, est dérivable et strictement décroissante sur |e 2n ; «
n—2 n—2
fn est donc une bijection de {ew;a] sur }fn (@); fn (eT)} .

Comme f, (e n ) >1let fr(a) < B < 1, il existe a;, unique solution de f, (x) =1 sur cet intervalle.
D’apres les variations de f,, ’équation f, () = 1 ne posséde pas de solution dans Ja; +ool.
Donc I’équation f,, (z) = 1 posséde une et une seule solution dans }e n +oo[
1 Inn
3) (a) fn (V) :54_7
1 In e?
L s f (Vi) >

n>el=>—>
n—2
b)nz=8=n> e = f, (\/ﬁ) > 1= a, > +/n, car f, strictement décroissante sur [GT,—&—OO [ D’ou

2 2
lim o, =+
n—-—+00
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