Eléments de solution

Solution 1
T+ 22 _
1. lim ! ! —;:i 1 V2 hm1 % en posant f (z) =1+ 22

2x _ x
2v1+22 V1 +a?

f étant dérivable sur R (de dérivée f'(z) =

f(x) = f(2) V2

) est dérivable en 1 et donc

li =f(1)=—
I = =3
Vit —+1—2x . 2 2
2. lim = lim = lim = 1 car

z—0 sinx z—0 (1/1-}:[;-{-‘/1 —:[;) sinx z—0 (\/H_,[U+\/1T> sinx

sinx

lim =1
z—0 X
3z 3a?
3. lim (VIZZ—1-V22—1)= lim i — lim =
r—+00 r—+400 \/4:52 — 14+ \/[CQ —1 r——400 1 1
Va? \/4—2+\/1—2
x x
3
= lir_f_l - a - = 400 car au voisinage de +oo, V2 = |z| =z
T— 100
N
z+1)° — (1+22 2
4 lim (x4 14VIT) = lim | 1) \;1_2) lim e
i WA z+1— a2 1+—
2
= lim = 1 car au voisinage de —oo, Va2 = |z| = —x

T——00 1

1
14+ —44/1+ -
T T
Solution 2

1. Deux méthodes : la division de polynomes ou la méthode des coefficients indéterminés exposée

ci-aprés car souvent mal rédigée.
cx+d  (ax+0) (1+32?) +cr+d  3az’®+3ba® +(a+c)x+b+d
14322 1+ 322 B 1+ 322

cx+d

Pour tout x réel : ax+b-+
On en déduit :

VeeR: f(z)=ar+b+ & 3ar® +3b22 4+ (a+ ¢) +b+d =3 (z —1)° = 323 — 922+ 92— 3

2
Deux polynémes sont éga%l;cr l?c)):lfsqu’ils ont méme degré et mémes coefficients. D’ou :
3a=3
3b=-9 R .
adc—9 systéme ayant pour solutiona=1; b=-3; c=8et d=0.
b+d=—
On a donc Va € R : 31—
nadoncVr eR: f(z) =2z +1+3$2
3 3
2l (@) = lim o= i p= oot lim f()= lm 3= lm o= toc

3. f fonction rationnelle définie sur R (le dénominateur ne s’annule pas sur R) est donc dérivable
sur R. Le calcul de f’ (z) ne devrait pas poser de probléme par contre pour les variations ...



Eléments de solution 2

f' () ne comporte que des carrés et chacun sait que le carré d’un réel est toujours positif ou nul
m

Donc, sur R, f/ (z) > 0 sauf en —1 et 1 valeurs qui annulent f’ (x).

Or si une fonction dérivable sur un intervalle I vérifie f/ > 0 sur I sauf en un nombre fini de points,
alors f est strictement croissante sur I.
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Donc la droite A est asymptote & C vers +00. Résultat analogue vers —oo.
8x

La position de C par rapport & A est déterminée par le signe de f (z) — (z — 3) = T 3.2
x

x>0= f(x)—(x—3)>0=C au dessus de A
x<0= f(x)—(x—3) <0=C en dessous de A

6. 7 a pour équation y — f (0) = f’ (0) (x — 0) ce qui donne y = 92 — 3. Dans le plan muni du repeére
(0;5,.7) :

2 /
-4 -2 4

7. Dans le repére (O; i, j) C a pour équation y = f ().

Placons nous dans le repére (I ; ;, j) ou J a pour coordonnées (0,—3).

r=X+4+0
y=Y -3

données d’'un point M dans le repére (O,E'J) et (X,Y) les coordonnées du méme point dans le

Les formules de changement de repére par translation sont :{ ou (x,y) sont les coor-

—

repére (I; Z, j)

oo 3X (X2+3
L’équation de C dans le repére (I;z’,j) estY-3=f(X)soitY =3+f(X) = ﬁ =F(X)
. . 3(—X) ((—X)Q + 3)
F' définie sur Dp = R vérifie : VX € Dp, —X € Dp et F(-X) = YA L =—F(X)
Jr —

La fonction F' est donc impaire.
On en déduit que Porigine du repére (qui est le point I) est centre de symeétrie de C.

Solution 3

1. Le développement de (2z — 1) (z 4+ 1) (422 4+ 2z + 1) conduit au résultat sans probléme.

2. D’apres 1. il faut résoudre (2z — 1) (z + 1) (42% + 2z + 1) = 0.

Deux solutions ”évidentes” : zyp = —1 et z; = =. Résolution de 422 +2z+1 = 0.
A = —12 < 0. Donc il y a deux racines complexes conjuguées :

-2 —iV/12 1 V3 ) 1 V3
ZHp=————— =—=—il— ;23=2Z22=——+1—

8 4 4 4 4



Eléments de solution 3

3. Rappel : p(cosf +isinf) = [p;0] = pe? et 6 défini modulo 27.

1{ 1 3 1, — 1. . Iy
— | ;Y2 - Zimgin/3 — Zpim—in/3 _ _ i27/3
(a) 22 ( i ) 5eme 5¢ 5¢

Mapour affixe ZioA, = 72 — 20 :%+i§ etMpour affixe z1 — 23 :%+i§

Donc m = m d’on AgAs Ay Az parallélogramme.

De plus Ag et A; sont sur I'axe des réels alors que As et A3 sont sur une droite paralléle
a l'axe des imaginaires car leurs affixes sont conjuguées (et des complexes conjugués ont des
images symétriques par rapport a ’axe des abscisses). Les diagonales de AgAA; A3 sont donc
perpendiculaires.

Remarque : On pouvait montrer par exemple AgAs = Aj Az en utilisant AB = |zp — 24|

(b) ) 22| = @ =1 (deux complexes conjugués ont méme module !!!).
z3| lzs| |27
arg (2 ) = arg (z2) — arg (z3) = 4= [27]
z3 3
On a donc 22 = ¢#7/3 of donc 29 = €*™/3 23 ce qui traduit Ay = 7 (A3) r étant la rotation de
23

centre O d’angle 4% (ou —2%).
(c) Lécriture complexe de la rotation r de centre O d’angle 72§ est 2/ = e 27/3y

(A1) a donc pour affixe e=27/32; = —e~27/3 = 25 Donc r (A;) = As.

) . 1 . 1
7 (Ag) a pour affixe e~127/3 ) = ¢=127/3 §GZQ7T/3 =5 =2 Donc r (Ay) = A;.

Les formules r (A1) = Az ; 7 (As) = Az et r(A2) = A; caractérisent un polygone régulier de
centre O.
A1 A5 A3 est done un triangle équilatéral de centre O.

Autre méthode : un rotation étant une isométrie :
AjAy =1 (Ag)r (Az) = AgAz et AgAs =1 (Az)r(Ar) = AzAy

Solution 4

1. 132=bg+ravecqe N, reNet 0 <r <b.

2. D’aprés 1. :bg =132 —r et 0 < r < 11.
—11 < —r = 121 < 132 — r soit 121 < bq.
b <11 = bg < 11q. On a donc 121 < bg < 11¢g. D’ou 11q > 121 soit g > 11.
Comme b < 11 on en déduit b < gq.

3. 132 =bq+r avec 0 < r < b donc d’aprés 2. : 0 < r < ¢ ce qui caractérise la division euclidienne de
132 par gq.

4. Si b= 15, la division euclidienne de 132 par 15 s’écrit 132 =15 x 8 + 12 avec 0 < 12 < 15.
Ces données ne caractérisent pas la division euclidienne de 132 par 8 car on n’a pas 0 < 12 < 8.
Le résultat de la question précédente n’est donc pas vérifié si on abandonne 1'hypothese b < 11.



