Eléments de solution

Solution 1 Le raisonnement par récurrence n’est pas obligatoire dans 1.

L2 —1=(2)"-1=8"-1=08-1) (81 +8" 24 +8+1) =Tk
23+l — 2 =2 % (2" — 1) est donc multiple de 7.
23n+2 — 4 =22 x (25" — 1) est donc multiple de 7.

2. SipeN:p=3noup=3n+1oup=3n+2 (division euclidienne de p par 3)
(a) p=3n= 2P =23 =1 [7] d’aprés 1.
(b) p=3n+1=20=23F1 2523 =2x1=2[]]

() p=3n+2=2P=23"2 =4 x 2" =4x1=4 [7]
Les restes possibles sont donc 1, 2 et 4.

(a) p:3n:>Ap:23n+26"+29nE1+1+1:3 [7]

D) p=3n+1=A4,=2x2"+4x2"48x2M=2x14+4x1+8x1=14=0 [7]

(c) p:3n+2$Ap:4><23"+16><26”+64><29"E4><1+16><1+64><1:84EO [7]
Donc A, est divisible par 7 sauf si p = 3n

4. a = A3 n’est pas divisible par 7.et b = A4 est divisible par 7.

Solution 2
1.
. ; 3 ; 9\ 3 . .3\ 2
(a) 13 =1 : ]3 — (62271'/3) — e2iT — 1 et (]2> — j6 _ (]3) =1
(b) 1—j)(1+j+52)=1-72=0=1+j+52=0car L —j #0
(C) ei‘n’/3 +]2 — eiTr/3 4+ edin/3 — ei‘n’/3 (1 + ei‘n’) —(0carei™ = —1

(a) ABC est équilatéral direct si et seulement si AB = AC et (1@, E) =5 +2kn

conditions successivement équivalentes & :
— c—a _ T
b—a|l =|c—a| et arg =2 = & + 2k7

—a| =1let arg =0 = % + 2k7

i—= complexe de module 1 et d’argument %
im/3
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So o

(b) ABC équilatéral direct si et seulement si $=2 = e'™/3 = —¢i™e
c—a:—jQ(b—a)@)—agl—&-jQ) +b2+c=0saj+bj2+c=0
Apreés multiplication par 52 : a + bj + ¢j2 =0
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Eléments de solution 2

(b) RM M’ équilatéral direct si et seulement si 1 + zj + 252 = 0 d’aprés 2.
En posant z = x + iy on trouve x +yv/3 — 1 = 0.
(A) est donc la droite d’équation = 4 yv/3 — 1 = 0 privée du point (1;3) carsiz =1,y =0 et
alors z € R

Solution 3

1

1. Sur tout intervalle ne contenant pas § + k7 : (tan z) =1+tan’z = ==

I= [tanx]g/4 =1

(a) f est quotient de fonctions dérivables sur [0, 4] le dénominateur ne s’annulant en aucun point

de [0; %] .
donc f est dérivable sur [0; T]
. cos? z—sin 1:(73 cos? z sin z) _ cos? z+3 sin?z cos? m+3(lfcos2 .1:) o 3 2

"(2) -
f cos® z cos? z cos? z cos? x cos? x

(b) 7 (@) de = [f (= )]”/tf(”) F(0)=2
Doncgfﬂpzlco(id‘E 72fﬂ4coi§x

D’ou 3J — ZI:Z.OrIfl.DoncJ

Solution 4

1.
(a) o 02 o . 06 08 i
1
(b) I =[-%cos (mc)]o =2
(c) I représente, en unités d’aire (ici 64 cm?), I'aire de la surface délimitée par la courbe et 'axe
des abscisses.
2.

(a) S, représente la somme des aires, en unités d’aire, des rectangles Ry avec 0 < k <n—1

. . . 1_(5”‘/") in
im/n 2im/n i(n—1)mw/n _ _ _1—e _ 2
(b) 1 +e / +e / +---+e ( ) / - 1—eim T l—ein/n T 1_ein/n
. i 1 . . o
(c) sinZ + .. +sin ("n)” =1Im (1+6”/”+62”/”+~-+6’(” 1)”/”) :ImH%/n
0 2 2 _ 2 _ JG-H)
T 1—ein/n em/zn(e—iw/n,em/n) - eiw/?n(,gisin%) T sing&
9 - sm<3—%) __ cos g
Donc Im (1751'“/”) - sin o~ " sin £~
1 [ o (n—1)m _lcosl_gcos—
(d) Sn=+ {smO—i—sm T4 .-+ sin —} = AT T R
7\'

w

Dou lim S, =2
n—+o00 0
(e) L’aire de la surface délimitée par la courbe et ’axe des abscisses est la limite de la somme des

aires des rectangles lorsque le nombre de ces rectangles augmente indéfiniment.



