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Eléments de solution

Solution 1

2. Il su¢t de montrer que B est image de a par la rotation de centre O et d’angle ¼
3 c’est à dire que

zB = ei¼=3zA:

ei¼=3zA =
³
1
2 + i

p
3
2

´ ¡
3¡ ip3¢ = 3 + ip3 = zB

zG =
1
3 (z0 + zA + zB) = 2

3.(a) R (O) = G, a:0 + b = 2) b = 2

R (A) = C , a
¡
3¡ ip3¢+ b = 2 +p3 + 3i) a =

p
3+3i

3¡ip3 = i
(b) z0 = iz + 2 et jij = 1 donc R est une rotation d’angle arg i = ¼

2 et de centre ­ d’a¢xe ! telle que
! = i! + 2 soit ! = 2

1¡i = 1 + i

(c) (GC) est l’image de (OA) par R et R est une rotation d’angle
¼

2
donc (OA) ? (GC) :

On a également (OA) ? (GB) car la médiane d’un triangle équilatéral est aussi hauteur. Donc (GB) k (GC)
et G;B;C alignés.
(d) Si on pose B0 = R (B) ; l’image du triangle équilatéral direct OAB est le triangle équilatéral direct
GCB0 car R est un déplacement. B0 est le point d’intersection des cercles de centres G et de centre C
tous deux de rayon GC: Intersection choisie de sorte que GCB0 soit direct.
4. (a) f (O) = G, a0¹zO + b0 = zG , b0 = 2

f (A) = C , a0¹zA + b0 = zC , a0
³
3¡ ip3

´
+ 2 = 2 +

p
3 + 3i, a0 =

p
3 + 3i

3 + i
p
3
=
1

2

¡p
3 + i

¢
I a pour a¢xe

zO + zG
2

= 1 donc f (I) a pour a¢xe a0 (1) + b0 =
1

2

¡p
3 + i

¢
+ 2:

f ± f (O) a pour a¢xe a0 6= 0 donc f ± f 6= id et f n’est pas une ré‡exion.
(b) Si on pose B00 = f (B) ; l’image du triangle équilatéral direct OAB est le triangle équilatéral indirect
GCB00 car f est un antidéplacement. B00 est le point d’intersection des cercles de centres G et de centre
C tous deux de rayon GC: Intersection choisie de sorte que GCB00 soit indirect.

Solution 2

1 (a) z1 = az0 = 3+ 3i
p
3 et a2 =

p
3
4 +

1
4 i

z1 = 6
³
1
2 + i

p
3
2

´
= 6ei¼=3 et a2 = 1

2

³p
3
2 +

1
2 i
´
= 1

2e
i¼=6

(b) z3 = a3z0 = a2az0 = a2z1 = 6ei¼=3 12e
i¼=6 = 3ei¼=2

z7 = a
7z0 = a

6az0 = a
6z1 =

¡
a2
¢3
z1 =

¡
1
2e
i¼=6

¢3
6ei¼=3 = 3

4e
i5¼=6

2. (a) jznj = jajn jz0j =
³p

2
2

´n ¡
6
p
2
¢
= 12

³p
2
2

´n+1
(b) (rn) est une suite géométrique de premier terme r0 = 6

p
2 et de raison

p
2
2

(c) lim
n!+1 rn = 0 car 0 <

p
2
2 < 1

La distance du point An au point O peut être aussi petite que l’on veut, à condition de choisir n
su¢samment grand
(d) OAp = rp = jzpj
OAp · 10¡3 , jzpj · 10¡3 , 12

³p
2
2

´p+1
· 10¡3 , ln 12 + (p+ 1) ln

p
2
2 · ln 10¡3

D’où, puisque ln
p
2
2 < 0 : p+ 1 ¸ ln 10¡3¡ln 12

ln
p
2
2

= 2 ln 12000
ln 2 = 27: 101 d’où p ¸ 26; 1::et donc p = 27³

~u;
¡¡!
OAp

´
=
³
~u;
¡¡¡!
OA27

´
= arg z27 = arg a27 + arg z0 = 27arg a+ arg z0 = 27

¼
12 +

¼
4 = 5

¼
2 ´ ¼

2 [2¼]

Remarque : arg a = ¼
12 car arg a

2 = ¼
2 et arg a

2 = 2arg a

Solution 3
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Eléments de solution 2

1. 8x 2 R : f (x) = ¹, ex ¡ e¡x = 2¹, e2x ¡ 1 = 2¹ex après multiplication par ex:
e2x ¡ 2¹ex ¡ 1 = 0,

½
t2 ¡ 2¹t¡ 1 = 0

t = ex

L’équation t2¡2¹t¡1 = 0 possède deux solutions de signes contraires (l’équation ax2+bx+c = 0 possède
deux solutions de signes contraires lorsque a et c sont de signes contraires car alors : ¢ = b2 ¡ 4ac > 0
et les deux solutions x1; x2 véri…ent x1x2 = c

a < 0).
Une seule solution étant strictement positive, l’équation t = ex possède une seule solution.
Les calculs donnent ¢ = 4

¡
1 + ¹2

¢
et t1 = ¹¡

p
1 + ¹2 < 0 ; t2 = ¹+

p
1 + ¹2 > 0

Donc ex = ¹+
p
1 + ¹2 et x = ln

³
¹+

p
1 + ¹2

´
:

2. (a) lim
x!¡1 f (x) = ¡1 et lim

x!+1 f (x) = +1 car lim
x!¡1 e

x = 0 et lim
x!+1 e

x = +1
(b) f est dérivable sur R et 8x 2 R : f 0 (x) = 1

2 (e
x + e¡x) :

8x 2 R : ex > 0 donc 8x 2 R : f 0 (x) > 0 et f est strictement croissante sur R:
3.(a) (T ) a pour équation y ¡ f (0) = f 0 (0) (x¡ 0) soit : y = x
(b) d est dérivable sur R et 8x 2 R :
d0 (x) = f 0 (x)¡ 1 = 1

2 (e
x + e¡x ¡ 2) = e¡x

2

¡
e2x + 1¡ 2ex¢ = e¡x

2 (ex + 1)2 :
d0 ¸ 0 sur R donc d est croissante sur R
Or d (0) = 0: Donc d ¸ 0 sur R+ et d · 0 sur R¡
D’où (C) au dessus de de (T ) sur R+ et en dessous sur R¡
4.L’aire demandée vaut, en unités d’aire :

A = R 10 f (x) dx¡ R 10 xdx = R 10 [f (x)¡ x] dx = h12 (ex + e¡x)¡ x2

2

i1
0
= 1

2

¡
e+ 1

e ¡ 3
¢

Remarque : C’est l’aire du secteur délimité par (C) l’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et
x = 1 diminuée de l’aire du triangle OIK où I (1; 0) et K (1; 1) :
L’unité d’aire valant 4 cm2 : A = 2 ¡e+ 1

e ¡ 3
¢
cm2


