Eléments de solution

Exercice 1

—_— —
1. (a) AB=0 et @.AC=0
(b) Le vecteur 7 est normal au plan P contenant A, B, C.

M(J:,y,z)6P®W.ﬁ=0®x+y—3z+2=0

2. (a) ™ (0,1,0) est normal & @, et 7’ (1,1, —3) est normal & Q’.
7 et 77’ n'étant pas colinéaires, Q et Q' ne sont pas paralléles, donc sécants.

x=3k—-2
(b) M (z;y;2) € A & rhy=3z+2=0 T =322 s{ y=0 avec k € R
y=0 y=0 z=k
Représentation paramétrique d’une droite passant par E (—2,0,0) et de vecteur directeur
w (3,0,1).
3. M(zsy;2) e S IM?* =4 (z—072+y—1)12+(z+1)7>=4
x=-2+3k
4. Equation paramétrique de la droite (JK) : y=0 avec k € R
z=k
r=-2+3k
M (z;y;2) € SN(JK) & Zig avec k € R

24y —2y+22+22-2=0
Dou (=2 +3k)> 402 —2x0+k*+2k—2=0< 10k — 10k +2=0

1 1 1 1
On trouve deux valeurs pour k : k; = 3 + 1—0\/5 et ky = 3~ 1_\/5
1 3 1 3
330" 310"
Il existe donc deux points d’intersection : Iy 0 et I 0
1 1 1 1
2 1Y? 2 10Y°

Exercice 2

1. P (1\/3) =P (—z\/§> = 0. Il existe donc un polynéme @ de degré 2, tel que

P(2) = (2 =iV3) (+v3) Q(2) = (2 +3) Q(2)

Par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve : P (z) = (22 +3) (22 — 62+ 21)

2. P(2) =0« 22 +3=00uz®—62+21=0. On trouve :

S = {z«/ﬁ —iV3,3+2iV3,3 — Qi\/ﬁ}

3. D’apres le graphique, il semble que le cercle cherché ait pour diametre [C'D]. Appelons 2 le milieu
de [CD], d’affixe 3. On a alors : QA = ’Z\/g -3=v3+9=2V3

De méme : OB = QC = QD = 2\/5, ce qui prouve bien que les quatre points sont situés sur le
cercle de centre et de rayon v/3.
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Eléments de solution 2

4. E est I'image de D par la rotation de centre O et d’angle 7, donc son affixe est zp = e"zp =
~3+2iV3
wo—zp  1+i/3  (1+iV3)(1+iv3) 1 V3 iz

Donc = = = e =7
=25 —1+i/3  (-1+4/3)(1+iv3) 2 2
B — — x
BC _e—zpl _|ze=2p| _ le™"3| =1. Donc le triangle BEC est isoctle.
BE  |zg—z| |zE— 2B
(B—E), B?) = arg <w> =arge ' = —g. Donc le triangle BEC' est équilatéral.
ZEF — 2B

Exercice 3

1. Par divisions euclidiennes successives (algotithme d’Euclide) :
3024 =20688x1+336¢et 2688 =2336x8+0.
Le dernier reste non nul est 336 qui est donc PGCD (2 688 :;: 3 024).

2. (a) En divisant les deux membres de I’équation (1) par 336 on obtient (2).
(b) Veérification immeédiate : 8 x 1 +9 x (—2) = —10.

(c) De l’équation (2) et de ’égalité ci-dessus on déduit par différence membre & membre :

8(x—1)+9 (y+2)=0.

Soit 8 (x —1) = =9 (y + 2).
918(x—1)
IN8 =1
Donc il existe k € Z tel que x — 1 = 9k soit x = 1+ 9k
Dot 8 (z—1)=-9 (y+2)=>8x9% =-9(y+2)=y+2=—8k
Les solutions de (2) sont donc les couples d’entiers relatifs (1 + 9k; —2 — 8k), avec k € Z.

= 9| (x — 1) d’apres le théoréme de Gauss.

3. (a) ©p(1;2;—1) est normal & P
fig(3; —1;5) est normal aQ.
fip et fg ne sont pas colinéaires. Donc P et Q ne sont pas paralléles et donc sécants selon
une droite.

(b) M (z;y;2) e PNQ=5(x+2y—2)+3x—y+52=—-10= 8z + 9y = —10.
Donc tout point de D a ses coordonnées qui vérifient la relation (2).
(¢) Un point de D a coordonnées entiéres a nécessairement pour abscisse 1 + 9%, pour ordonnée
—2 — 8k avec k € Z, d’aprés 2.c.
C’est un point de P. Donc z vérifie ’équation 1+ 9k —4 — 16k — z = —2.
Soit z = —1 — Tk.
On vérifie que les points de coordonnées (1 + 9k, —2 — 8k, —1 — Tk) appartiennent aussi a Q.
On peut conclure :
les points de £ & coordonnées entieres ont pour coordonnées (1 — 9k, —2+ 8k, —1+7k), k € Z.

Exercice 4

PARTIE A
L lim (VI+2—1)=0= lim f (z) = —o0
De méme : mgrfoo (Vi+z—1) =400 = Zgrfoof (x) = 400
1
2. f est dérivable |0; +o0], et Vz € ]0;+o0[ : f' (z) = 2w !

Vite—1 2/ita(Vita—1)

z>0=+vV1+z>1= f'(x) > 0sur 0,400, donc f est strictement croissante sur ]0, +oc].
) )
3. f(3)=0=A(3;0). Ona B <Z7—1n2) P (Z’0> H (0,—1n2)

PARTIE B
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Eléments de solution 3

r_ .
1. (a) Z’_eZ%z_iz<:>x’+iy/_i(x+iy)_y+ix<:>{§,:wy <:>{l“ vy

5 5
(b) D’apres (a) : A’ (0,3) B’ (IDQ’Z> P’ <O’Z>
2.M(:c;y)€C<:>y:f(:c)(:>y:1n(\/1+x—1)@—x/zln(\/l—ky/—l)
’ ’ ’ 2
Se P =y1+y —1se® +1= 1+y’(:)(e*“" +1) =1+
’ 2 ’ ’
@y':—l—&—(e_’” —i—l) sy = 427" =g@@)e M (2;y)eT
PARTIE C

In2 In2 6_23” In2 1
L. / g (x) dr = / (6_21; + 2€_$) dr = |:_ _ 26—;1:] _
0 0 2 0 S

g est dérivable et & valeurs positives sur [0,In2], donc lintégrale est égale a 'aire, mesurée en
unités d’aire, du domaine plan limité par I', 'axe des abscisses, et les droites d’équation x = 0 et
r=1In2.

2. (a) La rotation r transforme A en A’, P en P', C en T, B en B’, 'axe des ordonnées en I'axe des
abscisses. Par conséquent, le domaine plan D a pour image par cette rotation le domaine plan
limité par ’axe des abscisses, la courbe I, et les droites d’équation x =0 et x = In 2.

Donc I'aire cherchée est égale a l'intégrale précédente, c’est a dire a 3
(b) On remarque que Popposé de 'intégrale est égale, en unités d’aire, & laire du domaine plan
. . . . 5
limité par la courbe C', 'axe des abscisses, et les droites d’équation x = 1 et xr = 3.
D’apres la question précédente, on a, en désignant par A (OPH B) laire du rectangle OPH B

’ 3
I:/ ln(\/l—Hc—l)al:v:—(A—A(OPHB)):—A+OP><OH:—%—H’)II;T2

4
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