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Devoir 4

Exercice 1 On appelle partie entière du réel x et on note E (x) le plus grand entier relatif n
tel que n · x:
On a donc E (x) · x · 1 +E (x) :
Montrer que la fonction f dé…nie sur R par

f (x) = (x¡E (x)) sin ¼x
2

est périodique de période 4:

Exercice 2 Soit ¸ 2 R: Soit f la fonction dé…nie sur R par

f (x) =
x+ ¸

x2 + 1

1. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f 0:

2. Montrer que f 0 s’annule en deux points a et b (a < b)

(a) Etudier le signe de f 0:

(b) Montrer que f (a) =
1

2a
et f (b) =

1

2b

3. Dresser le tableau de variation de f:

4. On note m¸ le minimum de f et M¸ son maximum.

(a) Exprimer m¸ et M¸ en fonction de ¸:

(b) Si on pose m¸ = ' (¸) et M¸ = Ã (¸) déterminer lim
x!+1' (¸) et lim

x!+1Ã (¸) :

Exercice 3 Soient a1; a2; : : : ; an n réels distincts tels que a1 < a2 < ¢ ¢ ¢ < an:
Soit f la fonction dé…nie sur R par

f (x) =
1

x¡ a1 +
1

x¡ a2 + ¢ ¢ ¢+
1

x¡ an
1. Déterminer l’ensemble de dé…nition de f:

2. Déterminer la dérivée de f:

3. Dresser le tableau de variation de f:

4. Soit ¸ 2 R: Déterminer le nombre de solutions de l’équation f (x) = ¸:
Exercice 4 Soit ® 2 ]¡¼;¼[ :
1. Résoudre dans C l’équation

z2 ¡ 2z sin 2®+ 2 (1 + cos 2®) = 0
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Devoir 4 2

2. Déterminer module et argument de ces solutions.

3. Pour quelles valeurs de ® les deux solutions sont-elles distinctes ?

Exercice 5 On se place dans le plan complexe.

1. Déterminer les points M dont l’a¢xe z véri…e z ¡ i¹z = 0
2. Au point M d’a¢xe z on fait correspondre le point M 0 d’a¢xe f (z) avec

f (z) =
z + ¹z ¡ i
z ¡ i¹z

Déterminer l’ensemble de dé…nition de f:

3. Montrer que f (i)4 est réel.

Exercice 6 Soit (rn) la suite géométrique de premier terme r0 > 0 et de raison
2

3

Soit (µn) la suite arithmétique de premier terme µ0 2
h
0;
¼

2

i
et de raison

2¼

3
On note zn = rn (cos µn + i sin µn) et on suppose que z0z1z2 = 8:

1. Exprimer rn en fonction de r0 et n:

2. Exprimer µn en fonction de µ0 et n:

3. Déterminer module et argument de z0; z1; z2

4. Le plan complexe étant rapporté au repère orthonormal (O;~u;~v) :

(a) Calculer
°°°¡¡¡¡¡¡!MnMn+1

°°° en fonction de n:
(b) Calculer In =

nP
k=0

°°°¡¡¡¡¡!MkMk+1

°°° en fonction de n:
(c) Déterminer lim

n!+1 In

Exercice 7 (spécialistes seulement)

1. Soit An = 2n ¡ 1 avec n 2 N:
Montrer que si An est premier, n est premier.

2. Soit Bn = 1111:::111; le nombre qui s’écrit dans le système décimal avec n chi¤res 1
consécutifs.
Montrer que si Bn est premier, n est premier

3. Soit p un nombre premier

(a) Quels sont les restes possibles de la division de p par 4 ?

(b) Quels sont les restes possibles de la division de p par 6 ?

(c) En déduire que pour tout nombre premier supérieur ou égal à 5; p2 ¡ 1 est divisible
par 24:

4. Soit p un nombre premier. Trouver tous les entiers naturels m et n tels que m2 ¡ n2 = p


