Devoir 4

Exercice 1 On appelle partie entiére du réel x et on note E (x) le plus grand entier relatif n
tel que n < .

Onadonc E(z) <z <1+ FE(x).

Montrer que la fonction f définie sur R par

f (@) = (v — B (2))sin o
est périodique de période 4.
Exercice 2 Soit A € R. Soit f la fonction définie sur R par

A
I =1

1. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f’.

2. Montrer que f’ s’annule en deux points a et b (a < b)

(a) Etudier le signe de f’.

(b) Montrer que f (a) = i ot f(b) = 2ib

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. On note my le minimum de f et M) son maximum.

(a) Exprimer my et My en fonction de A.
(b) Sion pose my =@ (A) et My =1 () déterminer lim ¢ (\) et lim o (N).
T——+00 T—-+00
Exercice 3 Soient aq,as,...,a, n réels distincts tels que a1 < ag < -+ < ay,.
Soit f la fonction définie sur R par
1 1 1

f(x) = + +ot
T —aq T — as T — Qnp

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Déterminer la dérivée de f.

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. Soit A € R. Déterminer le nombre de solutions de I'équation f (z) = .
Exercice 4 Soit a € |—m; 7.

1. Résoudre dans C I’équation

22 — 2zsin2a + 2 (14 cos2a) =0



Devoir 4 2

2.

3.

Déterminer module et argument de ces solutions.

Pour quelles valeurs de « les deux solutions sont-elles distinctes 7

Exercice 5 On se place dans le plan complexe.

1.

2.

3.

Déterminer les points M dont l'affixe z vérifie z — iz =0
Au point M d’affixe 2 on fait correspondre le point M’ d’affixe f (z) avec

f(z):LH

z—1Z
Déterminer I’ensemble de définition de f.

Montrer que f (i)* est réel.

. . . . . . 2
Exercice 6 Soit (ry,) la suite géométrique de premier terme 79 > 0 et de raison —

2
Soit (6y,) la suite arithmétique de premier terme 6y € [O; g} et de raison ?ﬁ

On note z, = 1y, (cos b, +isinb,) et on suppose que zpz122 = 8.

1.
2.
3.
4.

Exprimer r, en fonction de ry et n.
Exprimer 6,, en fonction de 6y et n.
Déterminer module et argument de 2y, 21, 29

Le plan complexe étant rapporté au repére orthonormal (O; @, ¥) :

(a) Calculer

- )
My My,11q H en fonction de n.

(b) Calculer I, = HMkMkHH en fonction de n.
k=0

(c) Déterminer lim I,
n—-+400

Exercice 7 (spécialistes seulement)

1.

Soit A, = 2" — 1 avec n € N.
Montrer que si A,, est premier, n est premier.

. Soit B, = 1111...111, le nombre qui s’écrit dans le systéme décimal avec n chiffres 1

consécutifs.
Montrer que si B,, est premier, n est premier

Soit p un nombre premier

(a) Quels sont les restes possibles de la division de p par 4 ?
(b) Quels sont les restes possibles de la division de p par 6 7
(c) En déduire que pour tout nombre premier supérieur ou égal a 5, p? — 1 est divisible

par 24.

Soit p un nombre premier. Trouver tous les entiers naturels m et n tels que m? —n? =p



