
Fonction exponentielle

1 DéÞnition

La fonction ln est une bijection de ]0;+∞[ sur R.
Donc pour tout λ réel, il existe un et un seul réel strictement positif α tel que lnα = λ.
L�application qui, à λ, associe α est la bijection réciproque de ln . On la note exp

DéÞnition 1 La fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction ln .
y = expx

x ∈ R
⇔


x = ln y

y > 0

Remarque 1 La fonction exponentielle est déÞnie sur R

Remarque 2 On a : ∀x ∈ R : expx > 0

Remarque 3 exp 0 = 1 et exp 1 = e

Remarque 4 ∀x ∈ R : ln (expx) = x et ∀x ∈ ]0;∞[ : exp (lnx) = x

2 Propriété fondamentale

Théorème 1 Pour tous réels a et b : exp (a+ b) = exp a× exp b
Démonstration. Pour tous réels a et b : a+ b = ln (exp a) + ln (exp b) = ln (exp a× exp b) .
D�où le résultat par déÞnition de la fonction exp .

Remarque 5 ∀n ∈ Z : ln en = n ln e = n⇒ en = expn. On étend cette notation sur R :

expx = ex

Théorème 2 Pour tous réels a et b et pour tout entier relatif n :

ea+b = eaeb e0 = 1 e1 = e

ea−b =
ea

eb
e−b =

1

eb
(ea)n = ena

Démonstration. Les formules de la première ligne ont déjà été démontrées. Seule la notation
change. Les autres sont laissées à titre d�exercice.
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3 Etude de la fonction exponentielle

3.1 Dérivée et sens de variation

Théorème 3 la fonction exponentielle est dérivable sur R et ∀x ∈ R : (ex)0 = ex

Démonstration. Nous admettrons la dérivabilité sur R.
La fonction ln ◦ exp est donc dérivable sur R.
Or ∀x ∈ R : ln ◦ exp (x) = x. Donc par dérivation : ∀x ∈ R : (expx)

0

expx
= 1.

Corollaire 1 La fonction exponentielle est strictement croissante sur R

Corollaire 2 ∀x ∈ R, ∀y ∈ R : ex < ey ⇔ x < y et ex = ey ⇔ x = y

3.2 Limites

Théorème 4 lim
x→+∞ e

x = +∞ lim
x→−∞ e

x = 0

Démonstration. Tout d�abord montrer que ∀x ∈ R : ex ≥ x + 1 en étudiant par exemple
x 7→ ex − x− 1
On en déduit alors, puisque lim

x→+∞ (x+ 1) = +∞ que lim
x→+∞ e

x = +∞

En posant t = −x : lim
x→−∞ e

x = lim
t→+∞ e

−t = lim
t→+∞

1

et
= 0 d�après la limite précédente

3.3 Courbe

x −∞ +∞

f 0 (x)

f (x) 0 % +∞ 1

O
On peut préciser la tangente au point d�abscisse 0. Elle a pour pente 1.

3.4 Formes indéterminées

Théorème 5 lim
x→0

ex − 1
x

= 0 lim
x→+∞

ex

x
= +∞ lim

x→−∞xe
x = 0

Démonstration. La fonction exponentielle étant dérivable sur R est dérivable en 0.
Donc lim

x→0
expx− exp 0

x− 0 = exp0 (0) = exp (0) = 1.

∀x > 0 : e
x

x
=

ex

elnx
= ex−lnx = ex(1−

lnx
x ). Donc lim

x→+∞
ex

x
= +∞ car lim

x→+∞
lnx

x
= 0.

En posant t = −x : lim
x→−∞xe

x = lim
t→+∞−te

−t = lim
t→+∞

−t
et
= 0 car lim

t→+∞
et

t
= +∞
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4 Composée exp ◦u
Théorème 6 Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, la fonction composée exp ◦u :
x 7→ eu(x) est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction x 7→ u0 (x) eu(x).

(eu)0 = u0eu

Démonstration. C�est l�application de la formule (f ◦ u)0 = ¡f 0 ◦ u¢ .u0
Corollaire 3 Si u est une fonction dérivable sur l�intervalle I, la fonction u0eu est intégrable
sur I et admet pour primitives les fonctions eu +C où C est une constante réelle quelconque.

5 Equation différentielle y0 = ay

Soit a un réel donné.
Résoudre l�équation différentielle y0 = ay sur R, c�est trouver toutes les fonctions y dérivables
sur R telles que

∀x ∈ R : y0 (x) = ay (x)

Théorème 7 Les solutions de l�équation différentielle y0 = ay sont les fonctions y déÞnies sur
R par

y (x) = Ceax

où C désigne une constante réelle quelconque.

Démonstration. y0 = ay ⇔ ∀x ∈ R : y0 (x)− ay (x) = 0
⇔ ∀x ∈ R : £y0 (x)− ay (x)¤ e−ax = 0
⇔ ∀x ∈ R : y0 (x) e−ax + y (x) ¡−ae−ax¢ = 0
⇔ ∀x ∈ R : £y (x) e−ax¤ = 0
⇔ ∀x ∈ R : y (x) e−ax = C

Corollaire 4 x0 et y0 étant deux réels donnés, il existe une et une seule solution de l�équation
différentielle y0 = ay vériÞant y (x0) = y0.

Démonstration. On a y (x) = Ceax donc y (x0) = y0 ⇔ Ceax0 = y0 ⇔ C = y0e
−ax0

Exemple 1 Soit l�équation différentielle (E) : 2y0 + 3y = 6x2 − 7x+ 2

1. Déterminer une fonction g, polynôme du second degré, solution de (E) .

2. Montrer qu�une fonction f est solution de (E) si et seulement si (f − g) est solution de
l�équation homogène associée (H) : 2y0 + 3y = 0

3. En déduire toutes les solutions de (E) .
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