Homothéties - Translations

1 Définition

1.1 Rappels et compléments sur les translations

Définition 1 La translation de vecteur @ est la transformation qui, atout point M du plan, associe le
point M’ défini par

7 -
MM =d
Théoréme 1 (t7) " =t_g et tg oty =tary

1.2 Rappels et compléments sur les homothéties

Définition 2 Soient €2 un point du plan et & un réel non nul. L’homothétie de centre 2 et de rapport k
est la transformation notée hq j qui, & tout point M du plan, associe le point M’ défini par

QM = kOB
Remarque 1
1. Sik=1, hgr=1d
2. Si k#1, Qest le seul point fixe de hg i et 2, M, M’ sont alignés
3. Si k= -1, hqj = sq symétrie de centre .
4. La transformation réciproque de hq i est hq 1/

5. Si A et B sont deux points du plan d’images respectives A’ et B’ par hqj alors QA = kQA et
OB = kQB d’oi par différence : A'B' = kAB et donc A'B = |k| AB.
Une homothétie de rapport k& multiplie donc les distances par |k| et les aires par k2.

6. Les seules homothéties qui sont des isométries sont :

(a) lidentité, homothétie de rapport 1.

(b) les symétries centrales, homothéties de rapport —1.
7. Si h est une homothétie,

(a) T'image du segment [AB] est le segment [h (A); h (B)]
(b) T'image de la droite (AB) est la droite (h (A);h(B)) qui est paralléle & (AB).
(¢) T'image du cercle de centre A et de rayon R est le cercle de centre h (A) et de rayon |k| R.

8. Les homothéties conservent

(a) le parallélisme

(b) lorthogonalité

(c) les milieux

(d) les barycentres
)

(e) les angles orientés
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2 Ecriture complexe

Théoréme 2 La translation de vecteur « d’affixe b est la transformation qui, a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe 2’ telle que

Z=z+b
Démonstration. C’est la traduction de MM’ = @

Théoréme 3 L’homothétie de centre 2 d’affixe w et de rapport k est la transformation qui, & tout point
M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ telle que

Z—w=k(z—-w)
—
Démonstration. C'est la traduction de QM = kQM

Théoréme 4 La transformation d’écriture complexe 2’ = kz + b avec k € R* et b € C est
1. lidentité sia=1et b=0
2. une translation sia=1et b# 0

3. une homothétie de rapport a si a # 1.

Démonstration. Sia =1, 2’ = z + b traduit la translation de vecteur # d’affixe b.
!
b Z=az+0b

Sia# letsionposew=71—onaw=aw+b: o WA

};sz/—wza(z—w)

Théoréme 5 Soit f une transformation du plan. f est une translation si et seulement si pour tous
points M et N d’images respectives M’ et N’ par f on a

M'N" = MN

B s
Démonstration. Si f est la translation de vecteur @, on a MM’ =@ et NN’ = 4.

Dot M'N' = M'M + MN + MN' = —ii+ MN + i = MN

Réciproquement, si pour tous points M et N ona M'N’ = MN ,en prenant M = 0 et en notant b, z, 2’ les
affixes respectives de O’ = f(O),N et N', ona M'N" = MN = O'N’ =ON=2-b=z=2=2+b
écriture complexe de la translation de vecteur @ d’affixe b.

Théoréme 6 Soit f une transformation du plan. f est une homothétie de rapport k # 1 si et seulement
si pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par f on a

M'N’ = kMN

Démonstration. Si f est une homothétie de centre 2 et de rapport k :

QM = KQM — == =
i = M'N' = QN' — QM = 1 (ON — QM ) = kMN
QN = KON
—
Réciproquement, si pour tous points M et N ona M'N’ = k:MN, en prenant M = O et en notant b, z, 2’
les affixes respectives de O’ = f(O),N et N', on a M'N' = kMN = O'N’ = KON = 2/ — b = kz =
2 = kz + b écriture complexe d’une homothétie de rapport k.

3 Composée d’homothéties et de translations

3.1 Composée toh

Soient ¢ la translation d’écriture complexe 2’ = z + by et h ’homothétie d’écriture complexe 2’ = az + bs.
h associe & tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe

7 =az+by
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2 =az+by+ b
et t associe au point M’ d’affixe 2’ le point M" d’affixe
2" =2 4+b =az+ b + by
Théoréme 7 to h associe donc a tout point M d’affixe z le point M"" d’affixe
2" =az+ by + by

t o h est donc une homothétie de rapport a.

3.2 Composée hot

Soient ¢ la translation d’écriture complexe 2’ = z + by et h ’homothétie d’écriture complexe 2’ = az + bs.
t associe & tout point M d’affixe z le point M’ d’affixe 2/ = z + Iy
h associe au point M’ le point M" d’affixe 2"’ = az’ + by = a (2 + b1) + ba = az + (aby + bs)

Théoréme 8 hot est donc la transformation qui associe & tout point M d’affixe z le point M" d’affixe
2" =az+ (aby + by)

h ot est donc une homothétie de rapport a.

Théoréme 9 La composée d’une translation et d’'une homothétie de rapport a est une homothétie de
rapport a.

3.3 Composée de deux homothéties

Théoréme 10 Soient h; et ho deux homothéties d’écritures complexes respectives 2z’ = aj;z + b; et
2 = agsz + by

hi o ho associe a tout point M d’affixe z le point M" d’affixe

7

27 =aq (CLQZ + bg) + b1 = ai1a22 + (a1b2 + bl)
Dong, si ajas = 1: hy o hy est une translation sinon, c’est une homothétie de rapport ajas
Remarque 2 En général, ho o hy # hy o hs.

Remarque 3 Si h; et hy ont des centres distincts et si hy o ho est une homothétie, les centres de hq, ho
et hy o hy sont alignés. En effet, si hy et hy ont pour centres respectifs Q1 et s, la droite (;5) est
globalement invariante par h; et par hy donc par hi o he et ho o hy. Elle passe donc par le centre de la
composeée.



