Géométrie dans ’espace

1 Barycentre

1.1 Barycentre de n points pondérés

On appelle point pondéré tout couple (4; «) formé d’un point A et d’un réel o. On dit que A est affecté
du coefficient a.

Théoréme 1 (et définition) Soient n points Ay, As, ..., A, et n réels ay, as,...,®, de somme non
nulle. Il existe un et un seul point G appelé barycentre de (A1;a1), (A2; ), ..., (An; ap) tel que
n
L
> akGAp = anGA| + 03GA; + - + 4y GA, =0
k=1
Al A2 e An

Il est commode de noter G = bar

aq (o) e ap
ou G =bar {(A1;01),(Ag;02),...,(An;an)}
Démonstration. Pour tout entier k tel que 2 < k <n:GAr = GA| + A1 Ay

n _—
k=1 OékAlAk

Donc iakG—Ak):(_N@ iak (G—A{-FM) 26@)1@: Z n
k=1 k=1

k=1 Ok

Cette derniere relation définit G de maniere unique car un point A et un vecteur @ étant donnés, il existe
un et un seul point B tel que AB =1i.

Définition 1 On appelle isobarycentre des points A1, As, ..., A, le barycentre de tous ces points affectés
d’un méme coefficient non nul.

Remarque 1 L’isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment [AB].

Remarque 2 L’isobarycentre de trois points non alignés A, B, C est le centre de gravité du triangle
ABC. C’est le point d’intersection des médianes.

1.2 Réduction de sommes vectorielles
Théoréme 2 Soit le systeme de points pondérés (Aj;a1), (Ag; ), ..., (An;an).

n n n
1. Si Zak = 0, pour tout point M de espace : apMA, = (Z ak> MG
k=1 k=1 k=1

n n
2. Si Z ag = 0, pour tout point M de ’espace : ZakMAk est un vecteur constant.
k=1 k=1

Démonstration.
n n n n
1. MA, = m—i—GAk = ZakMAk = Zak (m-FGAk) = (Zak> m-i- ZakGAk
k=1 k=1 k=1 k=1

n
D’ou le résultat puisque Z arGAL =0
k=1
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2. i:oszAk = i:ak (m“r O—AI:) = iakm + i:akO—AIf)
k=1 k=1 k=1 k=1
— (i ak) MO + rZLakO—A;; = rZLakO—A;; vecteur fixe.
k=1 k=1 k=1

1.3 Propriétés du barycentre

A A, |- |4, *bI‘Al A, |- | A4,
o e | Lo | "M han | hw | | 2,

Théoréme 3 VA € R* : bar

Théoréme 4 (associativité ou barycentre partiel) Le barycentre de n points pondérés peut étre
obtenu en remplacant une partie des points par leur barycentre partiel (s'il existe) affecté de la somme
des coefficients correspondant.

1.4 Propriétés analytiques

Théoréme 5 Soient oy, s, ..., q, des réels tels que a; +ag + -+ + «a;, # 0.
Si, dans le repere (O; f, ;) Ay, a pour coordonnées (xy,yx) , alors le barycentre G du systéme de points
pondérés (Aq;a1), (Ag;an),. .., (An;ay) a pour coordonnées :
Z: 1 XKLk Zk 1 YkYk
TG = y Y =
Dkt Ok Dkt Ok
Corollaire 1 Soient ay, s, ..., a, des réels tels que ag; +as + -+ + ay, # 0.
Dans le plan complexe, si les points pondérés (Ay;aq), (Ag;ag) ., (An; o) ont pour affixe 2, le
gz
barycentre G du systeme {(Ag, x)} e, & pour affixe zg = ZEL——= Rk
Zk 1 Q%
Théoréme 6 Soient aq,as,...,a, des réels tels que a; + as + -+ + a;, # 0.
Si, dans le repere (O; i, j, E) Ay a pour coordonnées (zy, Yk, 2 ) , alors le barycentre G du systéme de
points pondérés (A1; 1), (Ag;an),. .., (A ay) a pour coordonnées :
k1 ORTh DT g ORYk D OkZk
6= Ve T . AT —~w
D k=1 Ok D k=1 Ok D k=1 Ok

1.5 Droites, segments, plans

Théoréme 7 Siles points A et B sont distincts, la droite (AB) est 'ensemble des barycentres des points
Aet B.

Démonstration. On sait déja que le barycentre de deux points A et B appartient & la droite (AB).
Réciproquement, la droite (AB) est 'ensemble des points M tels que AM et AB sont colinéaires.

Me(AB):»HAGR:W:/\E:sm:/\(m+W) = (1-\MA+A\VMB=0
Donc M est barycentre de (A;1 — \) et (B; A) car la somme (1 — A) + A n’est pas nulle.

Théoréme 8 Soient A (z4;y4;24) et B(zp;yp; z5) deux points distincts de 1’espace.
Un point M (z;y) appartient & la droite (AB) si et seulement si il existe un réel A tel que
r=xza+A(xp —x4)
y=ya+A(ys —ya) systeme appelé représentation paramétrique de la droite (AB).
z=za+A(zB—2a)

Démonstration. C'est la traduction de AM = \AB.

T =2x0+ A\a

Remarque 3 Le systeme y=1yo+ Ab avec A € R est une représentation paramétrique de la droite
z=2y+ Ac

passant par A (xo;yo; 20) et de vecteur directeur @ (a;b;c) .
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Théoréme 9 Si les points A et B sont distincts, le segment [AB] est 'ensemble des barycentres des
points (4;«) et (B; 3) avec af > 0.

Démonstration. M € [AB] =3\ €[0;1] : AM = \AB = (1-2x) MA+AMB =0
Donc M est barycentre de (4;1 — \) et (B; A) car la somme (1 — A) + A n’est pas nulle.
Enposant a=1—-Xet B=A:af=A(1—X)>0car X €[0;1].

Réciproquement, si M est barycentre de (A;a) et (B;3) avec a8 > 0 :

am+ﬂm:6¢m:a—iﬁ@et € [0;1] donc M € [AB].

a B
oHr/B_l

a+p

a méme signe que a(a+3) =a®+aB >0 et

<1

Remarque : —
4 a+pf

o
+ 6
Théoréme 10 Soient A, B, C trois points distincts non alignés et P le plan qui les contient.
P est 'ensemble des barycentres des points A, B, C.

Démonstration. M € P < 3(A;p) € R? : AM = MAB + fAC < (1 — A — p) MA+ AMB + uMC =0
Il reste & remarquer que la somme (1 — A — p) + A + p n’est pas nulle.

2 Produit scalaire

2.1 Rappel

Théoréme 11 Dans une base orthonormale (i,j, k) , 81 @ a pour coordonnées (z,y, z) :

| = Va7 + 4 + 22

Démonstration. Soit M (x,y, z) tel que OM = i et soit N la projection orthogonale de M sur zOy

D’aprés le théoreme de Pythagore : ON? = 22 4+ 4% et OM? = ON? + NM*.
D’ot le résultat puisque NM? = 22

2.2 Définition

Soient @ et ¥ deux vecteurs de ’espace.

Choisissons trois points A, B, C tels que AB =i et AC = 4.

Il existe toujours un plan P contenant ces trois points.

Le produit scalaire @.0" est par définition le produit scalaire AB.AC calculé dans P.

Définition 2 On appelle produit scalaire des vecteurs « et ¥ et on note «.v' le nombre réel défini par

I O s ST ST
@ = 5 [l + 91 — 1l - 9]
Remarque 4 Sid=0ouv=0:a.07=0

Remarque 5 Noter 'analogie de la formule avec ab = [(a +b)°—a® - bz}

N | =
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Théoréme 12 Si (O;f,f, k:) est un repere orthonormal et si @ (x;y; 2) et 0 (2';9';2") alors :

v =x.2 +yy + 27

2.3 Propriétés

Théoréme 13 Soient @, ¥, W trois vecteurs de I'espace et soit A € R.

2.4 Autres expressions du produit scalaire

Théoréme 14 Si @ #Oet 7#0: |m: ||| . ||7]| . cos (i, D)

Remarque 6 [ 1710 = | 4B [ 30| cos 540 = | 4B [ A€ .cos (18, 20)

Définition 3 @.7 est le carré scalaire de @. On le note @2

Théoréme 15 Pour tout vecteur @ on a ||i|* = @°

2 _
Théoréme 16 Pour tous points A et B du plan : AB? = HA—B)H — AB?=AB"

Théoréme 17 Si H est la projection orthogonale de C' sur (AB) : ‘ ABAC = ABAH

3 Orthogonalité dans 1’espace

3.1 Vecteurs orthogonaux - Droites orthogonales

Définition 4 Deux vecteurs de I'espace sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.
Ulveud=0

Remarque 7 Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

Théoréme 18 Les droites D et D’ de vecteurs directeurs respectifs # et @' sont orthogonales si et
seulement si @ et @ sont orthogonaux.

Remarque 8 Deux droites de ’espace sont dites perpendiculaires lorsqu’elles sont orthogonales et
sécantes.

3.2 Vecteur normal a un plan

Définition 5 Un vecteur normal & un plan P est un vecteur « non nul dont la direction est orthogonale
a P.

—_—
g
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Proposition 1 Il résulte de la définition :

1. Si @ et ¥ sont normaux au méme plan P : @ et ¥ sont colinéaires

. si @ est normal au plan P : @.AB =0 pour tous points A et B de P.

2
3. Si @ est normal au plan P, la droite A de vecteur directeur @ est perpendiculaire au plan P.
4

. Deux plans P et P’ de vecteurs normaux @ et @ sont paralleles si et seulement si % et @ sont
colinéaires.

5. Le plan P perpendiculaire en A a la droite A de vecteur directeur @ est ’ensemble des points M
tels que AM.i = 0.

6. Le plan passant par A et de vecteur normal @ est I’ensemble des points M tels que AM.i = 0.

A

A:I/M

Théoréme 19 Soit 4 un vecteur directeur de la droite A et soit P un plan de vecteurs directeurs ¥ et
w. Siw L vetu L walors A est perpendiculaire a P.

3.3 Plans perpendiculaires

Définition 6 Deux plans P et P’ de vecteurs normaux @ et i@’ sont perpendiculaires si @ L @.

3.4 Equations d’un plan en repeéere orthonormal

Théoréme 20 Dans un repeére orthonormal (O; f, j, E) :

1. Tout plan P a une équation de la forme ax 4 by 4+ cz +d = 0 avec (a,b,c) # (0,0,0) et le vecteur
@ (a,b,c) est normal & P.

2. L’ensemble des points M (x;y; 2) tels que ax + by + cz +d = 0 avec (a, b, c¢) # (0,0,0) est un plan
normal au vecteur  (a;b; c).

Démonstration.
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1. Soit P le plan passant par A (x4;y4;24) et de vecteur normal 4 (a; b; c) .
M (z;y; 2) GP@ﬁ.m:0<f>a(xfo)+b(y—yA)+c(zsz) =0
Equation de la forme voulue avec d = —ax 4 — bya — cz4.

2. Soit P Pensemble des points M (x;y; 2) tels que ax + by +cz+d =0

d
e P contient au moins un point. Si a # 0 par exemple, M (——; 0; 0) eP.
a

e Soit A(xa;ya;2z4) € P. A existe d’apres ce qui précede
AeP=ary+bysa+cza+d=0
ﬁ.m:a(asf;vA)er(yfyA)Jrc(zsz) =arx+by+cz—(axa+bya+za)=ax+by+cz+z
Donc M € P < @.AM =0
P est donc le plan passant par A et de vecteur normal .
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