Compléments sur les limites

1 Rappels

1.1 Formes indéterminées
%) 0

+oo—0o0 ; — ;3 = ; 0.0

00
Attention : ces ”notations” sont des abréviations & ne pas utiliser dans un devoir.

1.2 Limite a droite, limite & gauche

Théoréme 1 Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle ouvert en a. On dit que f
a pour limite ¢ & droite de a et on note lim+ f(z)="{ou lim f (x) = ¢ lorsque la restriction de

r—a
r>a

f a]a; +oo[ a pour limite ¢ en a.
£ peut étre un réel ou +00 ou —oo.
On définit de méme la limite a gauche de f en a notée lim f(z) ou lim f(z)

r<a r—a
1 .1 : .1

Exemple 1 lim — =400 lim —=-0c0 lim —=-0c0 lim — =+00
z—0t T z—0- T z—0- T z—0t T

Remarque 1 lim+f(x) # lim f(z) = f n’admet pas de limite en a.

Tr—a r—a

Remarque 2 Si f définie en a et si lim f(x) = lim f(x) # f(a), alors f n’admet pas de

z—at T—a~
limite en a.

Remarque 3 Si f définieen a: | lim f(z) = lim f(x) = f(a)| <= f admet une limite en a.

r—at T—a~

1.3 Limites obtenues par la dérivée

_ h) —
Théoréme 2 Si f est dérivable en a : lim M = lim flath) - fla) = f'(a)
T—a Tr—a h—0 h
—cosE
Exemple 2 lim T im M — _sint = _1
z—g T — % T—3 T—3 2

Vr—2 . Jr—V4 1 1
= lim -
r—4 z—4 x—4 2\/41 4

Exemple 3 lim
z—4
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1.4 Limites usuelles
1. La limite d’un polynéme en +0co ou en —oo est la limite de son terme de plus haut degré.

2. La limite d’une fraction rationnelle en 400 ou en —oo est la limite du rapport des termes
de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.
sinx . tanz

3. lim =1 ; lim
z—0 I z—0 X

=1

4. les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limite en +0o ni en —oo

1.5 Asymptotes

Soit f une fonction de courbe représentative C.

1.5.1 Asymptote paralléle a Oy (verticale)

C a pour asymptote la droite d’équation x = a si

lim f(x) = +o0 ou lim f (z) = —o0

1l peut s’agir d’une limite a droite ou & gauche uniquement.

1.5.2 Asymptote paralléle a Ox (horizontale)

C a pour asymptote la droite d’équation y = b si

lim f(x)=0ou mglzloof(x) =b

Tr——+00

1.5.3 Asymptote oblique

C a pour asymptote la droite d’équation y = ax + b si

lim [f(z)—(ax+b)]=00u lim [f(z)— (ax+b)]=0

Tr—+00 T——00

1.5.4 Asymptote courbe

C a pour asymptote la courbe d’équation y = g (x) si

lim [f(z) —g(x)] =0ou lim [f(z)—g(x)]=0

T— 400 T——00

2 Limite d’une fonction composée

Théoréme 3

lim u (x) =0

)f:i%:f(X):c }:‘iig}lfww)] =c

On rédige de la fagon suivante pour calculer lim f [u (z)] :

On pose X = u(x) et on calcule lim u (z) = b.

On écrit alors : lim f [u(z)] = )I(imbf(X) =c

1
Exemple 4 Calcul de lim sin —
r——+00 €

1 1 1
Onpose X=—: lim X = lim —=0= lim sin— = lim sin X =0
Tr z—+oo T—+00 I T——+00 €T X—0
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Exemple 5 Calcul de lim

z—1

z—+oo \| 200+ 3

z—1

On pose X =

Iim X = lim

2x+ 3

r—1 T 1 x—1
x—+00 z—+o00 22 + 3 :rﬂlrfoo 2z 2 :rﬂlrfoo \/ 2z + 3 Xlin%

3 Théorémes de comparaison

L’expression ” au voisinage de a” signifie qu’il existe un intervalle contenant a (a éventuellement

exclu).

L’expression ” au voisinage de +00” signifie qu’il existe un intervalle de la forme |3; 4o00].
L’expression ” au voisinage de —oo” signifie qu’il existe un intervalle de la forme |—oo; af.

Dans le théoréme suivant, on pourra remplacer a par —oo ou +00

Théoréme 4

f(z) < g(x) au voisinage de a
lim f(z) =¢ =<l
lim g () = ¢

= lim f (z) = o0

r—a

f(z) > g(x) au voisinage de a
lim g () = 400

lim g (z) = —00 = Jim f () = —o0

r—a

f(z) < g(x) au voisinage de a }

Exemple 6 lim

VeeR: -1<sinz<1=

g(x) < f(x) < h(x) au voisinage de a )
lim g (z) = lim h(x) =¢ = lim f () = ¢
|f () — 4] < g (x) au voisinage de a )
T +sinx
z—+oo 2x+1
z—1 r+sinz  x+1
20+17 2x+1 — 2z+1
T 1 z+1 ) x 1

z—1

Or

Donc lim

w—lﬁloo 2z +1 :w—lgloog 2 z—+oo 20 + 1 :x—{r—EOO%
T+sinzr 1

= —et lim

gotoo 2 4+1 2

1
Exemple 7 lim 2% sin —
z—0 T

Siz#0,

r—0

1
sin—‘ < 1 donc |f (2)| < 2?
x

lim:r2:O:>lin%)f(x):O




