Fonction logarithme népérien

1 Définition

1
Définition 1 La fonction logarithme népérien est la primitive, sur |0; +oc[ de la fonction x +— —
x

qui s’annule en 1. On la note In.

1
Remarque 1 |(Inz) = = |et

X

Remarque 2 La dérivée de In étant strictement positive sur |0; +00[, la fonction In est stricte-
ment croissante sur |0; +o0o[. On a donc :

a<b&lna<lnbd

a=b<Ina=1Inb
hr<0s0<e<1
lnzx>0&2>1

2 Propriété fondamentale

Théoréme 1 Pour tous réels a et b stritement positifs : |ln ab=1Ina+ lnb|

Démonstration. Soit A un réel stritement positif et f définie par f(z) = In(\x).

1
f est dérivable sur ]0; +oo[ et f/ (z) = A —.
Ar

f est donc une primitive de z — — sur ]0; +o00[ tout comme In.

Or, deux primitives d’'une méme f%nction sur un intervalle different d’une constante.
Donc Yz € ]0;4+o0[ : In (Az) =lnx + C

En particulier, si z = 1, on obtient In A = C.

Donc pour tout A € ]0; +oo[ et pour tout = € ]0; +oo[ : In (Az) =Inz + In A

1
Corollaire 1 Pour tous réels a et b strictement positifs : |In 7= Inblet |In—- =Ina—1nbd

Démonstration. b% =1=1In <b%> =Inl=1Inb+ ln% =0

a 1 1
lng =In <ag> —lna+lng =Ina—1Inbd

Corollaire 2 Si ay,ao,...,a, sont n réels strictement positifs :
In(aiaz...an) =Ina; +Inas +--- +1na,

Démonstration. Par récurrence
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Corollaire 3 Va € |0; o0 et Vn € Z :

Démonstration.
Si n € N*, il suffit d’appliquer le résultat précédent avec a1 = as =--- = a, = a.
Sin<0:lna"=In— =—Ina" = —(—nlnae) =nlna.

a—TL

Sin=0:Ina"=Ilnad"=Inl=0et nlna=0Ilna =0.

Corollaire 4 Va > 0:|In\/a = %lna

1
Démonstration. a = \/a\/a = Ina=In\/a+1In/a=2In/a=In/a = §lna

3 Etude de la fonction In

3.1 Limites

Théoréme 2 | lim Inxz = +o0
x—-+00

Démonstration. YVn € N: In2" = nln 2.

OrIn2 >0carInl =0 et In est stritement croissante. Donc lirf nln2 = +o00
n—-—+oo

Donc, VA > 0, il existe p e Ntel que Vn e N:n > p=nln2 > A.
Donc, pour tout réel z tel que > 2P :Inz > In2P = pln2 > A.

Corollaire 5 liH[I) Inzx = —o0
Tr—
, . . . 1 .
Démonstration. En posant t = —: limInz = lim In— = lim (—Int) = —oc0
T z—0 t—4oo t  t—too

3.2 Représentation graphique

f@) | o /T

3.3 Equation Inxz = A
Théoréme 3 VA € R, 'équation Inz = A admet une et une seule solution dans |0; +o0]

Démonstration. In étant strictement croissante sur ]0; 400 et In1 = 0 donc In2 > 0.

—In2 0 In2 2In2 ------.-- nln2 (n+1)In2 ---ovnnn
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IneZtelquenn2< A< (n+1)ln2

Donc In2" < X\ < In2nH+1,

Sur [2”; 2"*1] In est dérivable et strictement croissante.

Donc In est une bijection de [27%;2"*!] sur [In2";In2"*!] = [nIn2; (n + 1)In 2]
donc il existe un réel zy et un seul dans [27;2"1] tel que Inzg = A

Deplus: 2 < 2" =Ilnx <In2™" < A

et : x>2""1 = Inz > 12" > \. d’ou le résultat.

Corollaire 6 La solution de I’équation Inx =1 se note e. [lne=1

Remarque 3 Vn € Z:

3.4 Formes indéterminées

lim In(1+x)

Théoréme 4 =1
z—0 x
1
Démonstration. Sion pose f (z) =In (1 + z), f est dérivable sur |—1; 400 et f'(z) = T2
In (1 —
Dot tim D) gy J@ZTO) iy g
z—0 X z—0 z—0
L. . Inx
Théoréme 5 | lim — =0

rz—+oco X

Démonstration. L’étude des variations de x +— 2/x — Inz sur |0; +00[ montre que
0<hzr<2y/rezr>1

Inx 2z 2 . 2
Dot : pourtout x >1:0< — < VT _ Il reste & constater que lim — = 0.

T z ﬁ T—+00 \/E

Corollaire 7 |lim zlnxz =0

z—0

—_

1
Démonstration. En posant t = — : limxlnx = lim —Iln—= lim ——Int=0
T x—0 t—=toot t  t—odoo T

4 Fonction composée

4.1 Deérivées

Théoréme 6 Si u est dérivable et strictement positive sur U'intervalle I, alors x +— In [u(z)] est
dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables car u (1) C ]0;+oo| et :

(In [u(x)]) =

Remarque 4 Si u est dérivable et strictement négative sur I'intervalle I, alors z — In[—u(x)]
u'(x)

est dérivable sur I et (In[—u(x)]) = )

Si u est dérivable et ne s’annule pas sur U'intervalle I, alors x + In [|u(x)|] est dérivable sur I et

(In [u(z)])" =
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4.2 Primitives

1
e Si f(x) =—, f admet des primitives sur |—o0; 0] et admet des primitives sur ]0; +o0]
x

F(z) =Inz+C sur |0;+o0]

F(z)=ln|z|+C { F(z) =In(—x) + C sur ]—o0;0]

. u'(x o . /
e Si f(z) = ( ), f admet des primitives sur tout intervalle sur lesquel u est dérivable et

u()

ne s’annule pas.

F(z) =In[u(z)]+C sur I, siu(z) > 0sur I.

F(x) = Infu(z)| +C { F(z) =In[-u(z)]+ C sur I, siu(z) <0 sur I.



