Probabilités

1 Probabilités sur un ensemble fini

1.1 Vocabulaire

Soit £ une expérience aléatoire (expérience dont on ne peut prédire le résultat).

Définition 1 On appelle univers des possibles, et on note €2, ’ensemble de tous les résultats possibles
d’une expérience aléatoire £. Un élément de 2 est appelé événement élémentaire.

Définition 2 Un événement est un sous-ensemble (ou partie) de 2. L’ensemble P(Q) des parties de 2
est I’ensemble des événements liés a I'expérience aléatoire £.

Exemple 1 On lance un dé.
L’événement A : “le résultat est pair” se note A = {2;4;6}
L’événement B : “le résultat est supérieur ou égal & 5” se note B = {5;6}.

Remarque 1 2 est I’événement certain. Il est toujours réalisé.
Remarque 2 I est ’événement impossible. Il n’est jamais réalisé.

Définition 3 L’événement “A ou B” noté A+ B ou AU B est ’événement constitué des éléments qui
sont dans 'un ou I'autre des événements A et B.

Dans lexemple 1 : AU B = {2;4;5;6}
Définition 4 L’événement “A et B” noté A.B ou AN B est ’événement constitué des éléments qui sont

a la fois dans A et dans B.

Dans lexemple 1 : AN B = {6}

Définition 5 On note A I’événement dont les éléments ne sont pas dans A.

Dans l'exemple 1 : A= {1;3;5} et B = {1;2;3;4}.
Définition 6 Deux événements A et B sont dits incompatibles (ou disjoints) si et seulement si ANB = &.

Remarque 3 Les événements élémentaires sont incompatibles 2 a 2

Dans 'exemple 1, A et B ne sont pas incompatibles car AN B = {6}.

1.2 Fréquence d’un événement - Probabilité

Soit A un événement lié & une expérience aléatoire €.
Répétons n fois cette expérience.
Soit n4 le nombre de réalisations de A lors de ces n répétitions.

La fréquence de A est f,,(A) = na
n

L’expérience montre que lorsque n devient de plus en plus grand, f,,(A) tend & se stabiliser autour d’un
nombre p.
Ce nombre p s’appelle alors probabilité de ’événement A et se note P(A).
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Par exemple, si on lance une piece de monnaie non truquée, la fréquence de ’événement pile tend a se
stabiliser vers — lorsqu’on lance la piece un grand nombre de fois.

Propriétés des fréquences:

1. fn(©) =1 car Q étant toujours réalisé : ng =n

2. fo(A)€0;1] car0<my <n
3. Si A et B sont incompatibles, f,(AU B) = f,(A) + fn(B) car naup = na + np.

Ces propriétés conduisent & poser la définition suivante :

Définition 7 On appelle probabilité toute application de 'ensemble P(€2) des événements vers R telle
que :

1. Pour tout événement A:0 < P(A) <1

2. P(Q) =1

3. SiANB =g, alors: P(AUB) = P(A) + P(B)
Remarque 4 La probabilité d’un événement A est égale a la somme des probabilités des événements
élémentaires composant A. Dans ’exemple 1, P(A) = P(2) + P(4) + P(6)
Cas particulier : L’équiprobabilité :
Définition 8 On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque tous les événements élémentaires de {2 ont la méme
probabilité.
Q=A{wiswyi... swn} = P(Q) = P(wr) + P(w2) + -+ + Plwn)
P(wl):P(wg):-~-:P(wn):p:1:np:>p:%

Si 'univers 2 comporte n événements élémentaires équiprobables, la probabilité de chacun d’eux est —
n

Soit maintenant A un événement de 2. »
A={ei;eq;...;ep} = P(A) = P(e1) + Pleg) +---+ P(ep) = -

p est le nombre de résultats favorables a la réalisation de A, n est le nombre de résultats possibles.

bre d f bl
On écrit alors : S’il y a équiprobabilité: P(A) = [OTDTE ce cas Tavorabies

nombre de cas possibles

Remarque 5 Puisque Q = AUA , que P(Q) = 1 et que A et A sont incompatibles : ‘ P(A)=1- P(A) ‘

Cas particulier : Si A=, A= @ et donc : [ P(@) =0

Théoréme 1 Pour tout événement A et tout événement B, on a :

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANDB)

Démonstration
AnB|ANnB | B La premiére colonne du tableau représente 1’événement A
ANB| AnB | B La premiere ligne du tableau représente I’événement B
A A Le tableau entier représente 2

Ona AUB=[ANBJU[ANB]JU[AN B]

ANB, AN B et AN B étant incompatibles, on a P(AUB) = P(ANB) + P(ANB) + P(AN B)
De plus : A=[ANBJU[AN B] avec AN B et AN B incompatibles.

Donc : P(A) = P(ANB)+ P(ANB),dou P(ANB) = P(A) — P(AN B)

De méme : B =[ANB]U[AN B] avec AN B et AN B incompatibles.

Donc : P(B) = P(ANB)+ P(ANB) ,dou P(ANB) = P(B) — P(AN B).


Alain


Probabilités 3

2 Notions d’analyse combinatoire

2.1 Principe multiplicatif

Rappel : L’ensemble noté E x F' est I’ensemble des couples (x,y) tels que z € E et y € F.

Si F=E, E xF se note aussi E>.

Ey X Ey X --- x E, est 'ensemble des p-uplets (z1,22,...,2,) ot z1 € By, 22 € Es,...,xp € B,
Si un ensemble E posséde n éléments, on note card(E) =n ou |E| =n

Proposition 1 card(E x F) = card(F) x card(F)

Démonstration. Supposons que F = {a1,as2,...,am} et F = {b1,ba,...,b,}. E X F est 'ensemble des
couples (a;,b;). Rangeons les couples dans un tableau rectangulaire de m lignes et n colonnes de sorte
que le couple (a;, b;) soit situé a l'intersection de la ¢ ligne et de la j° colonne.

Alors, chaque couple apparait une et une seule fois.

Comme il y a mn cases, on en déduit le résultat.

Proposition 2 card(E x F x G) = card(FE) X card(F) x card(QG)

Démonstration. Supposons que E = {a1,a9,...,an,}, F = {b1,ba,...,bn,} et G = {c1,¢2,...,¢ns}-
Chaque triplet (a;,b;, c;) peut étre considéré comme un couple ((a;,b;),cx). Comme il y a ning couples
(@i, bj) et ng éléments cy, le résultat sur les couples permet de conclure.

Plus généralement, on montre :

Proposition 3 card(Ey x Ey X --- X E,) = card(Ey) X card(Ez) x --- x card(E,)

Beaucoup d’applications pratiques sont basées sur la reformulation de cette proposition. C’est le principe
multiplicatif. Principe que 'on peut également énoncer :

k_éme

e p décisions successives avec exactement ng choix possibles a la étape produisent au total

ning - - - n,, résultats distincts.
e Une épreuve aléatoire £ constituée de la succession de p épreuves éléatoires &1, &, ..., £, ayant
respectivement ni, na, ..., n, issues possibles comporte ning - - - n, issues.

2.2 Combinaisons

Définition 9 On appelle combinaison de p .éléments d’un ensemble E comportant n éléments (n > p),
toute partie de E & p éléments. On note C% le nombre de combinaisons d’ordre p d’un ensemble a n
éléments

Propriétés :

1. Si ’ensemble F comporte n éléments, prendre p éléments dans F est équivalent & en laisser n — p.
Il y a donc autant de fagons de choisir p éléments parmi n que d’en laisser n — p. Or, il y a C¥
fagons de choisir p éléments parmi n et il y a C}, P fagons de délaisser n — p éléments parmi n. On

2. 1l n’y a qu'une seule facon de ne choisir aucun élément parmi n. On a donc | C? =1

3. Deméme : |C} =net C" =1

Théoréme 2 |si p<n, CP=

Démonstration. Pour construire une partie a p éléments de E, on peut :

1. Choisir un élément o dans FE. Il y a n choix possibles

2. Choisir (p — 1) éléments dans E — {a}. Il y a C*~1 choiz possibles.
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Il y a donc n x C’gj choix possibles pour construire une partie a p éléments de E selon ce procédé.
Cependant, ce procédé fait apparaitre p fois la méme partie.

En effet : par exemple, la partie {z1;z2;x3; - ; 2, } est obtenue :
e en choisissant 1 puis {zg;x3; - ;2p}
e en choisissant xo puis {z1;23;- - ;2p}
O
e en choisissant x, puis {x1;x2;z3; - ;Tp_1}

_ n s . .
On a donc pCP? = nCP~} d’ott CP = —CP~ 1. En réitérant ce résultat, on obtient :
n o, nn—1 nn—1n—2
e "
pp—1 pp—1p—2
D’ou le résultat puisque C’g_p =1

nn—1n-—2 _n—p+lco

p—2 _ == .
e pp—1p-2 oo

p=3 _
n—3

Remarque 6 Le théoreme précédent peut étre reformulé de la fagon suivante :

Dans un ensemble comportant n éléments il y a C? fagons d’en choisir p

Remarque 7 Soit F un ensemble comportant n éléments et soit o un élément de E. Répartissons les
parties de E a p éléments en deux classes : celles qui contiennent « et celles qui ne le contiennent pas.
Dans la premiere classe il y a C’ﬁj parties (il faut choisir p — 1 éléments pour compléter « et les choisir
parmi les n — 1 restants puisque « est déja choisi) et dans la deuxiéme il y en a C?_; (il faut choisir p
.€léments parmi n — 1 puisqu’on ne veut pas «). Comme il y a en tout C? parties de E a p éléments :

1
Ch=C1+C

Cette derniere formule permet de construire le célebre triangle de PASCAL:
cd=1
V=1 Cl=1
Cd=1 Cy=2 Ci=1
Cld=1 Ci=3 (02=3 C3=1
Cl=1 Cl=4 Ci=6 Ci=4 Ci=1
Cl=1 Cl=5 C?=10 C3=10 Ci=5 C:=1
Chaque nombre du triangle s’obtient en ajoutant le nombre écrit au dessus de lui et son voisin de gauche.

2.3 Formule du binome de NEWTON

(a+b)" = Z CraFpr—F

k=0

Démonstration. Ona: (a+b)" =(a+b)(a+b)---(a+b)

n fois
Le développement de ce produit donne une somme de termes de la forme a*b" " (
facteurs et b dans les n — k restants) , k prenant toutes les valeurs entieres de 0 & n.
Orily a C’T]f facons de choisir k facteurs parmi n , donc le coefficient de a*b" % est C’,’f .

Dot : (a+b)" = C2% 0" + Cla't™ !t 4 .. O Lo ot - Cla™P.

on prend a dans k

3 Probabilités conditionnelles

3.1 Exercice introductif

Dans un lycée, les éleves doivent étudier obligatoirement ’anglais ou ’allemand en langue 1.
Anglais | Allemand
La répartition est la suivante : | Gargons 35 17
Filles 41 23
On choisit un éleve au hasard. Calculer la probabilité des événements :
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F: “Iéleve est une fille” G : “I'éleve est un gargon”

A :“Iéleve étudie I'anglais” D :“éleve étudie I'allemand”
On choisit un garcon au hasard. Quelle est la probabilité qu’il étudie 'anglais 7
On notera cette derniére probabilité P (A/G) et on lira probabilité de A sachant G.
Vérifier que P(ANG) =P (4/G) P (G).

3.2 Définition

Définition 10 Soit B un événement de probabilité non nulle d’'un univers €. Soit A un événement
quelconque de €. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé et on note P(A/B)

ou Pg (A) le nombre défini par | P(A/B) = Pg (A) = ]3(;1(7;)3)

Remarque 8 ‘ P(AnB)=P(A/B).P(B) | c’est la formule des probabilités composées.

Exemple 2 Une entreprise fabrique un article dans deux usines A et B qui produisent respectivement
60% et 40% du nombre total des articles. On a constaté que le pourcentage d’articles défectueux est de
5% pour 'usine A et de 3% pour 'usine B.

1. On préleve au hasard un article dans la production totale. Calculer la probabilité que cet article
soit défectueux.

2. On considere un article défectueux. Calculer la probabilité que cet article provienne de 'usine A.

3.3 Evénements indépendants
Définition 11 Deux événements A et B sont indépendants si P (AN B) = P (A).P (B)

Remarque 9 Si P(A) #0et P(B)#0on aalors P(A/B) =P (A) et P(B/A) = P(B). Cela justifie
la définition.

3.4 Formule des probabilités totales

Théoréme 3 Si By, Bs, ..., B, forment une partition de Q (cela signifie que 2 = By UByU---U B, et
que les By, sont deux & deux disjoints) alors, pour tout événement A :

P(A)=P(ANB)+P(BNBy)+- -+ P(By)

Démonstration. Cela découle du fait que (AN By), (AN Bs),...,(AN B,) est une partition de A.

3.5 Arbres pondérés

Pour calculer des probabilités conditionnelles, il peut étre utile de construire un arbre.
Tout chemin menant de la racine a un noeud est appelé trajet

1. Les événements se trouvant aux extrémités des branches primaires constituent une partition de €.
2. Le poids d’une branche primaire est la probabilité de I’événement qui se trouve a son extrémité.

3. Le poids d’une branche secondaire est la probabilité conditionnelle de I’événement qui se trouve a
son extrémité sachant que le trajet menant & son origine a été réalisé.

4. Le poids ou la probabilité d’'un trajet est le produit des poids des branches le constituant.

5. La probabilité d’'un événement associé a plusieurs trajets complets est la somme des probabilités
de ces trajets.

Exemple 3 Une urne contient trois boules blanches et deux boules rouges. On tire successivement et
sans remise trois boules de I'urne. On obtient 'arbre pondéré suivant :
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P(B,B,B)=(3/5)x(1/2)x(1/3)
P(B,B,R)=(3/5)x(1/2)x(2/3)
P(B,R,B)=(3/5)x(1/2)x(2/3)

P(B,R.R)=(3/5)x(1/2)x(1/3)
P(R,B,B)=(2/5)x(3/4)x(2/3

P(R,B,R)=(2/5)x(3/4)x(1/3)

P(R,R,B)=(2/5)x(1/4)x(1)

P(R,R,R)=(2/5)x(1/4)x(0)

L’application de la troisieme régle donne :

2
La probabilité que la deuxieéme boule soit blanche sachant que la premiere était rouge est = X —=—

e~
—_
o

L’application de la quatrieme regle donne :

2 1
La probabilité que les trois boules soient rouges est v X 1 x0=0

Remarque 10 La somme des poids des branches primaires vaut 1.

Remarque 11 La somme des poids des branches secondaires issues d’'un méme noeud vaut 1.

4 Variables aléatoires

Définition 12 On appelle variable aléatoire (ou aléa) définie sur §2 toute application X de Q dans R.
Notations :

e (X=a)=XYa)={weQ/ X(w)=a}

o (X<a)=X""(-xa) ={weQ/X(w)<a}

e (a<X<b)=X""(a;0) ={weN/a< X(w) <b}

Exemple 4 On lance un dé non truqué. On gagne 1€ sile 1 apparait, 6 € si c’est le 6 et on perd 2 €
dans tous les autres cas. Soit X la variable aléatoire associant a chaque lancer le gain obtenu.

(X=1)={1} ; (X=6)={6} ; (X=-2)={2345} ; (X=>0)={L6}

Remarque 12 Si X () = {z1;292;...;2,} alors Q est la réunion disjointe des événements (X = zy,).
n n

On en déduit P(Q2) = ZP(X = 13,) et donc ZP(X =x) =1
k=1 k=1

4.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete

Définition 13 On appelle loi de probabilité (ou distribution) de la variable aléatoire discrete X définie
sur Punivers Q Papplication de X (2) dans [0;1] qui & chaque valeur ), de X () fait correspondre la
probabilité de I’événement (X = )

Remarque 13 La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete X se présente généralement sous la
forme d’un tableau de valeurs et se représente a l’aide d’un diagramme en batons ou d’un histogramme.
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4.2 Espérance mathématique - Variance - Ecart-type

Soit £ une expérience aléatoire et soit {2 I'univers des possibles. Soit X une variable aléatoire définie sur
Q telle que X (Q) = {z1;22;...;52,}

Définition 14 On appelle espérance de X et on note F(X) le nombre défini par

B(X) =) axP(X =)
k=1

Remarque 14 P (X = x) représentant la limite de la fréquence de 1’événement (X = z;) a 'issue d’une
infinité de répétitions de £, E(X) représente la limite de la moyenne des valeurs prises par X & lissue
d’une infinité de répétitions de .

Théoréme 4 Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur €2 et si A € R,

|E(X+Y)=EX)+E(Y) ; EQX)=\E(X)|

Corollaire 1 Si X et Y sont deux variables aléatoires définies sur {2,
EX-Y)=E(X)-E(Y)

Définition 15 On appelle variance de X et on note V(X) ou 0?(X) le nombre défini par

o*(X) = [ox — E(X)* P(X = )
k=1

Définition 16 L’écart-type de X, noté o(X), est défini par : o(X) = v/02(X)

Théoréme 5 ¢%(X) = E(X?) — (BE(X))* = (E (X — E(X)))*

Théoréme 6 Si X est une variable aléatoire définie sur I'univers Q et si A € R { 0?(A\.X) = \2.0%(X)

Remarque 15 En général, on n’a pas 02(X +Y) = 0%(X) + o(Y).

4.3 Schéma de Bernouilli

Définition 17 Une épreuve de Bernouilli est une épreuve ayant deux issues possibles :
1. 'issue S avec la probabilité p

2. lissue S avec la probabilité 1 — p.

Définition 18 Un schéma de Bernouilli est la répétition n fois, de maniére indépendante, d’une
épreuve de Bernouilli.

Définition 19 Soit X la variable aléatoire associant, a I'issue d’un schéma de Bernouilli & n répétitions

indépendantes de I’épreuve &, le nombres de réalisations de S. Alors on dit que X suit la loi binomiale
de parametres n et p et on note X — B (n;p).

Théoréeme 7 Si X — B(n;p): P(X =k)=C*p" (1 —p)" " E(X)=npet o(X)=+/np(1—p)
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