Similitudes

1 Définition

Définition 1 Soit  un point du plan, k un réel strictement positif. On appelle similitude directe de
centre ) et de rapport k la transformation du plan qui admet 2 pour point fixe, qui conserve les angles
orientés et qui multiplie les distances par k. C’est & dire que pour tous points A, B, C' d’images respectives

A B ,C': A'B' = k.AB et (A’B’,A’C’) - (ﬁ,ﬁ)
Remarque 1 Pour tout point M d’image M’ :|QM' = k.QM

Remarque 2 Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ : ((W, W) = (W, (W)
En effet : ((W,SW) = (WJW) + (W,W) + (W,W)
et (W, (W) + (SW, W) = 0 par définition de la similitude.

—
Définition 2 On appelle angle de la similitude ’angle (W , QM /) (qui ne dépend pas de M ).

Théoréme 1 La similitude S de centre €2 de rapport k£ > 0 et d’angle 0 est donc définie par

Q est fixe: S(Q) =Q

QM = k.QM
M;éQ:>{ (W,W):O

Remarque 3 La similitude de centre Q2 de rapport k > 0 et d’angle 8 = 0 est I’homothétie de centre (2
et de rapport k.

Remarque 4 La similitude de centre ) de rapport 1 et d’angle 6 est la rotation de centre 2 d’angle 6.

Théoréme 2 Une similitude directe est entiérement déterminée par la connaissance de son centre, un
autre point et son image.

/!

QM

Démonstration. Si ) est le centre et si on connait M # Q et M’ image de M, alors on connait

et (W,W)
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Similitudes 2

2 Ecriture complexe

La similitude directe de centre €2 d’affixe w, de rapport k& > 0 et d’angle 8 associe & tout point M d’affixe
z le point M’ d’affixe 2’ telle que

2 —w=ke? (z —w)

En effet : Si M # Q:

/!

QM/ ! _
Sl P “:ket(QM,QM’):o;»argz Y _9
QM z—w z—w
4 —_— . .
Doncz—2 = ket et 2/ — w = ke (z — w) . Cette derniére égalité est également vérifiée si z = w.

z—w
La similitude directe de centre {2 de rapport k > 0 et d’angle 6 a donc une écriture complexe de la forme
2 =az+b avec a = ke'. ,
Réciproquement, si f est une transformation d’écriture complexe 2z’ = az + b avec a = ke'’

e a =1= f =tz avec « d’affixe b

e Sia # 1 'équation z = az + b admet une solution w = 1 affixe d’'un point 2.

Z=az+b
w=aw+Db
On reconnait I’écriture complexe de la similitude directe de centre 2 de rapport k£ > 0 et d’angle 6.

=72 —w=a(z-w)

On peut donc énoncer :

Théoréme 3 La transformation d’écriture complexe 2’ = az + b avec a = ke’ et k > 0 est :

1. la translation de vecteur @ d’affixe bsia =1

2. une similitude directe si a # 1.

(a) le centre Q a pour affixe la solution de z =az+b
(b) le rapport est |a]
(c) Tangle est arg (a)

3 Décomposition

Soit S la similitude directe de centre €2 de rapport k > 0 et d’angle 6.
Son écriture complexe est 2’ — w = ke'? (z — w)
Soit 7 la transformation d’écriture complexe 2z’ — w = €? (z — w) et soit h la transformation d’écriture
complexe 2/ —w =k (z —w).
Alors S=roh=hor
En effet h associe au point M d’affixe z le point M; d’affixe z; telle que z; —w =k (2 — w)
r associe au point M; d’affixe z; le point M’ d’affixe 2’ telle que
2 —w=¢e?(z —w)=ke? (z —w)
Donc 7 o h associe au point M d’affixe z le point M’ d’affixe 2’ telle que 2’ = ke® (z — w).
Donc S = 7 o h. On démontre de méme que S = hor
r est la rotation de centre ) et d’angle 6 et h est ’homothétie de centre ) et de rapport k.

Théoréme 4 La similitude directe de centre €2 de rapport £ > 0 et d’angle 6 est la composée de
I’homothétie de centre 2 et de rapport k avec la rotation de centre 2 et d’angle 6.


Alain


Similitudes

4 Propriétés

Des propriétés des rotations et des homothéties, on déduit :

Théoréme 5 Si f est une similitude directe :

. Pimage du segment [AB] est le segment [f (A) f (B)]

I'image de la droite (AB) est la droite (f (A) f (B))
I'image du cercle de centre € et de rayon R est le cercle de centre f () et de rayon kR.
f conserve le parallélisme : deux droites paralléles ont pour images deux droites paralléles.

f conserve l'orthogonalité :
deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites perpendiculaires.

f conserve les milieux : si I est milieu de [AB], f (I) est milieu de [f (A) f (B)]

f conserve les barycentres :

Si G = bar {(Ar;01);- - ; (Anjan)} alors f(G) =bar {(f (A1);a1);-; (f (An);an)}

. f conserve le contact.
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