Suites

1 Suites arithmétiques

Une suite (up),,s,,, de nombres réels ou complexes est une suite arithmétique de raison r si

nzn
VYN 2ng:Upyl = Un + 7

Soit () une suite arithmétique de raison 7.

n=ng
1. Vn>ng, Vp>ng:
Un = up +(n—p)r (1)
2. (a) Sir=0, (un),>,, est constante.
(b) SireRetr >0, (u)

(c) SireRetr=0, (uy)

est croissante et lim wu, = +oc.
n—4o0o

est décroissante et lim wu, = —oo.
n—-+00

nzng

n=ngo

n
3. Pour calculer S = ug +u; +ug + -+ up = Zuk, on utilise la formule (1) et le résultat

. k=0
suivant :

1
1+2+3+--~+n:%

2 Suites géométriques

Une suite de nombres réels ou complexes (uy,) est une suite géométrique de raison ¢ si

nz=ngo
Un+1 = g X Unp

Soit (un),,>p,, une suite géométrique de raison g.
=

1. Siq+#0, Yn > ng, Vp > ng :
Un = up X ¢"7F (2)

2. (a) Sig=1, lasuite (up),,, est constante.
(b)
)
)

SigeRetg>1, lim u,=-occou lim u, =+
n—-+o0o n—-+4o0o

(c) SigeRet qg<—1,lasuite (uy)
(d) Sio<|q <1, lirf ¢"=0= lim u,=0

n—-4oo

: o
n>n, 1@ pas de limite.

n
3. Pour calculer S = uwg +uy +ug +-+-+u, = Zuk, on utilise la formule explicite et le

k=0
résultat suivant :

9 1_qn+1
l4+q+¢+ 4" =——

1—g¢q
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Suites 2

3 Suites monotones, majorées, minorées
Soit (un),,>p,, une suite de nombres réels.

est croissante si Vn = ng : Un+1 = Un

est strictement croissante si Vn = ng : upyr1 > Un

est strictement décroissante si Vn = ng : upyr1 < upn

(tn)

(un)

(Un) > p, €St décroissante si Vi > no @ upy1 < uy
(un)

(un) est stationnaire si Vn = ng : upyr1 = up
(un)

est monotone si (up),,~,, est soit croissante soit décroissante.

n=n

Théoréme 1 Si f est une fonction croissante sur [ng; +ocl, la suite (uy)
f (n) est croissante.

n>n, définie par u, =

Remarque 1 On a un théoréeme analogue avec une fonction décroissante, strictement crois-
sante, strictement décroissante.

Remarque 2 Attention : la réciproque est fausse : la suite peut étre croissante alors que la
fonction ne l'est pas.

Définition 1 Soit (uy,) une suite de nombres réels.

nz=no

1. S’il existe un réel M tel que Vn > ng : u, < M, on dit que la suite (uy,)
par M ou que M est un majorant de la suite (u,)

n>n, €St majorée

n=ng *

2. S’ existe un réel m tel que Vn > ng : uy, = m, on dit que la suite (uy) est minorée

par m ou que m est un minorant de la suite (uy,)

n=ngo

nzng °

3. Une suite qui est la fois majorée et minorée est dite bornée.

Définition 2 Soit (un),,>
nul p tel que

no -une suite de nombres réels ou complexes. S’il existe un entier non

Vn = ng : Ungp = Up

on dit que la suite (uy,) est périodique de période p.

nz=ngo

4 Limites

Définition 3 Une suite (uy,) est convergente si lirf up, =X €R.
n—-+0oo

Une suite non convergente est une suite divergente.

Théoréme 2 Si la suite (uy,) est définie par u, = f(n) ou f est une fonction définie sur

[1n0; +00] :

nz=ng

lim f(z)=A= lim wu,=A\

r——+00 n—-+o0o

Résultat valable si on remplace A par +0o0 ou —oo

Corollaire 1 lim Inn=4occetsia>0: lim n®* =40
n—-+oo n——+oo
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Suites 3

Théoréme 3 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (uy),,, une suite d’éléments
de I.

r—a

lim u, =a
o = lim f(up) =0

Résultat également valable si a ou b ou les deux sont infinis.

Théoréme 4

lim w, =/
n—-+oo

1. lim v, =/ =0/l

n—-+o0o

Vn Zp:up < op

lim v, = +o0 .
2. mn—too = lim wu, =400
Yn = p:u, = vy n—+00

lim v, = —o0 .
3. n—too = lim wu, =—00
Yn = p:u, < vy n—-+00

lim v, =0 i
n—+00 = lim wu, =/
Vnzp:|up — ) < oy n—+00

5. En particulier : SiVn > p:|u, — €] < ag" avec a > 0et 0 < ¢ < 1 alors lim wu, =¢

n—-+o00

Théoréme 5 (dit des gendarmes)

lim v, = lim w, = A nll)lfoo Up = A

n-+0o0o n-+oo

Vn}p:vngungwn}
=

5 Croissance comparée

n

Théoréme 6 Sia>0eta>1: lim 1—n:O et lim a—:+oo

n—+oo N n—+oo N
. . . Inz . Inn . -
Démonstration. lim — =0= lim —— =0 d’apres le théoreme (2)
r—+oo ™ n—-+oo N

Ina n
a® en _lnn . Inn . . . a
@ _en(lma=al®) of i 20— impliquent lim — = +oc0 car Ina >0
ne  exlnn n—+oo M n—+oo N

n
Corollaire 2 Si 0 < a < 1, pour tout nombre « : lim a_a =0
n

n nlna n
, . a (& _olnn Inn
Démonstration. — = — en(na=a
n

_) . . . . a
= n /) et lim —— = 0 impliquent lim — = —o0
exlnn n—+oo 1 n—-+oo N

car lna <0
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