Devoir surveillé 6

Exercice 1 (spécialistes seulement) Soit le repére orthonormal (O; @, ¥) du plan complexe.
Les points A, B et C sont définis par leurs affixes respectives : z4 = 3 —iV3 ; 2B = 3 + V3 ;
20 =243+ 3i.

1. Faire la figure en choisissant pour unité graphique 2 cm. On placera 'origine sur le coté
gauche de la feuille.

2. Prouver que OAB est un triangle équilatéral direct. Soit G le centre de gravité du triangle
OAB. Déterminer Daffixe z¢ de G.
Dans la suite de l'exercice, on étudie deux isométries transformant [OA] en [GC] .

3. Soit a et b deux nombres complexes et R I'application qui, au point M d’affixe z, associe
le point M’ d’affixe 2/ = az + b.

(a) Déterminer a et b pour que R (0O) =G et R(A) = C.
(b) Prouver que R est une rotation dont on déterminera le centre et I'angle.

(c) Prouver que les droites (OA) et (GC') sont perpendiculaires.
Que peut-on dire des points G, B et C' ?

(d) Construire, en justifiant la construction, 'image du triangle OAB par R.

4. Soit a’ et I/ deux nombre complexes et f ’application qui, au point M d’affixe z, associe
le point M’ d’affixe 2’ tel que 2’ =a’z + V.

(a) Déterminer o’ et ' pour que f(O) =G et f(A)=C.

(b) Soit I le milieu du segment [OG]. Déterminer le point f ().
f est-elle une réflexion ?

(c) Construire, en justifiant la construction, I'image du triangle OAB par f.

Exercice 2 (non spécialistes seulement) Le plan complexe est rapporté au repére orthonor-
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mal (O;u, 7). Soient les nombres complexes a = et zo = 6 + 6i d'image Ag.

1. Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par A, le point d’affixe z, définie par
Zn = a2g

(a) Exprimer 21 et a? sous forme algébrique.

. . 1
Ecrire z; sous forme exponentielle et montrer que a? = 56”/ 6

(b) Exprimer z3 puis 27 en fonction de z; et a?. En déduire Iexpression de z3 et z7 sous
forme exponentielle.

(c) Placer les points Ay, A1, A3 et A7 images respectives des complexes 2, 21, 23 et 27.

2. Pour tout entier naturel n on pose |z,| = r,.
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(a) Montrer que pour tout n de N, r, =12 (—

(b) En déduire que la suite (r,,),,cy est une suite géométrique dont on précisera le premier
terme et la raison.

(c) Déterminer la limite de la suite (r,,) et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

d) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que OA, < 1072 et donner alors une
P

mesure de 1’angle orienté (ﬁ, OAp) .

Exercice 3 On appelle f la fonction définie sur R par

1

F@) = (e — )

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal
(Qiﬁ-

1. Soit p un réel. Montrer que pour tout réel x, f (x) = p équivaut a e* — 2ue® — 1 = 0.
En déduire que I’équation f (x) = p a une unique solution dans R et déterminer sa valeur
en fonction de pu.

(a) Déterminer les limites de f en —oo et en +oo.

(b) Calculer f’(x) pour tout nombre réel x et en déduire le sens de variation de f sur R.

(a) Déterminer une équation de la tangente (1) a la courbe (C') au point d’abscisse 0.

(b) En étudaint le sens de variation de la fonction définie sur R par d(x) = f (z) — =z,
préciser la position de (C) par rapport a (7).

(c) Tracer (C) et (T) (Unité graphique : 2cm)

4. Soit D la partie représentant sur le graphique I’ensemble des points M de coorodonnées
(x;y) tels que

0<zx<1
{xSySf@)

Calculer, en cm?, aire de D.



