Primitives

1 Définition

Définition 1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' dérivable sur I dont la dérivée est f.

Abus de langage : On dit que F' (z) est une primitive de f (z) sur I.

Exemple 1 Soit f définie sur R par f (z) = 2z. Alors F définie sur R par f () = 2° est une primitive
de f sur R.

On aurait pu choisir F définie sur R par F () = 2> + 1 ou F(z) = 2® — 7 ou plus généralement
F(x)= 2 + C ou C est une constante réelle quelconque.

Théoréme 1 Si F' et G sont deux primitives d’'une méme fonction f sur l'intervalle I, alors
Veel:G(z)=F(z)+C

ou C est une constante réelle.

Théoréme 2 Parmi les primitives de f sur I il en existe une et une seule qui vérifie F (xg) = yo avec
zg € I et yo € R.

Théoreme 3 Tout fonction dérivable sur un intervalle I admet des primitives sur I.

Remarque 1 Il existe des fonctions non dérivables sur un intervalle qui admettent des primitives.

2 Primitives usuelles

Du tableau de dérivation des fonctions usuelles, on déduit le tableau suivant (C' désigne une constante
réelle quelconque) :

Fonction Primitives | Intervalle de validité
0 C R
A (constante) Az +C R
2
T
—+C R
T 9 +
xn,-{—l
" ti itif C R
a™ (n entier positif) n+1+
: : anrl * *
™ (n entier négatif, n # —1) ) +C | R} ouR™
1 1 N N
ﬁ _5 + C R+ ou R7
1 *
NG 2Vz+C R%
sin x —cosz+C | R
Ccos T sinx + C R
1
1+tan?z = 3 tanz + C tout intervalle ne contenant pas il +kroukeZ
cos? T 2
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Théoréme 4 Si F et G sont respectivement deux primitives de f et g sur I et si A € R:

F + G est une primitive de f 4 g sur 1
AF est une primitive de Af sur

2

1 1
Exemple 2 Si f (z) =z + —; alors F'(z) = % — — est une primtive de f (x) sur R} et sur R™
x x

Exemple 3 Si f (z) = 3sinx alors F'(v) = —3 cosz est une primitive de f (z) sur R

3 Dérivation d’une fonction composée

Théoréme 5 Si u est dérivable en z( et f dérivable en f (xg) alors f ow est dérivable en z( et

(fo U)/ (z0) = flou (o) X7 (o)

On a donc : sur tout intervalle convenablement choisi : | (f o u) = (f ou) ./

On en déduit les résultats suivants :

U u?

1\’ u’
1. () = —— | sur tout intervalle ol u est dérivable et ne s’annule pas.

2. Si n est un entier strictement positif :

(a) (u™) = n.u" 14/ sur tout intervalle ol u est dérivable.

! n—1,/ /

nu™tu u ) . \ . ,

(b) | =] =——5;— = —n—— sur tout intervalle olt u est dérivable et ne s’annule pas.
wh—

sur tout intervalle ou u est dérivable et est strictement positive.

Remarque 2 Dans tous les examinés ci-dessus, on obtient la méme formule avec successivement n =

1
—1, n entier strictement positif, n entier strictement négatif, n = 3"

Autres conséquences de la formule (f ou)’ = (f ou) . :

. N s . !/ / .
Sur tout intervalle ou u est dérivable : | (sinu)’ = v’ cosu |et | (cosu) = —usinu

En particulier :

(sin (axz +b))" = acos (ax + b)
(cos (az +b))" = —asin (ax + b)

m
Sur tout intervalle ou u est dérivable et prend des valeurs différentes de 5 + kmaveck € Z:

u/

tanwu) =o' (1 + tan?w) =
( ) ( + ) cos? u

En particulier :
a

(tan (az +b)) = a (1 + tan? (az + b)) = m
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4 Autres primitives

Du paragraphe précédent on déduit le tableau suivant :
Dans le tableau ci dessous, C' désigne une constante réelle, u désigne une fonction.
L’intervalle I sera & déterminer (un intervalle ol la fonction est dérivable et oui la primitive est définie).

Fonction Primitives Intervalle de validité
/
1
= ——+cC I
u u
1 x
7 2Vu+C I
, un+1
au” ti sitif C I
u'.u™ (n entier positif) n—|—1+
, ¢ un+1 o
a ti Sgati —1 I
u’.u" (n entier négatif n # —1) n+1+
1
sin (axz + b) ——cos(ar+b)+C | R
a
1.
cos (ax + b) —sin (ax +b) + C R
a
1+tan2(ax+b):; ltan(cm:—&—b)—l—C’ J
cos? (ax+0b) | a

Dans ce tableau :

C' désigne une constante réelle quelconque.

I désigne tout intervalle ol u est dérivable.

I* désigne tout intervalle ol u est dérivable et ne s’annule pas.

I’ désigne tout intervalle ot u est dérivable et est strictement positive.

J désigne tout intervalle ne contenant pas de réel = tel que ax +b = g + km avec k € Z.



