Nombres complexes

1 Nombres complexes

1.1 Forme algébrique

Définition 1 Un nombre complexe est un nombre qui s’écrit sous la forme a + ib avec a et b réels et ou

i est un nombre imaginaire tel que i = —1.
On note C l’ensemble des nombres complexes. L’addition et la multiplication dans C comportent les
mémes régles de calcul que dans R en tenant compte du fait que 72 = —1.

L’écriture z = a + ib est la forme algébrique de z.

a est la partie réelle de z, b est la partie imaginaire de z. On note a = R (z) et b= (2)
Tout complexe z tel que b = 0 s’écrit z = a. C’est un nombre réel

Tout complexe z tel que a = 0 s’écrit z = ¢b. C’est un nombre imaginaire pur.

Exercice 1 On pose z; =1+ 2i et 20 =2 — 4.
z

Calculer sous forme algébrique z1 + 20 ; 2122 ; 2ot 221 + 329
22

Exercice 2 Résoudre dans C les équations suivantes :

l.z42=i(z-1)
2.12—-3=21

1.2 Représentation géométrique
Le plan complexe est le plan muni du repére orthonormal direct (O; @, 7).
Soit z =a +1ib
e M (a;b) est 'image du complexe z = a + ib
—

De méme OM est le vecteur image de z = a + ib

—
e z = a -+ ib est I'affixe du point M ou du vecteur OM

S

.
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S

1.3 Conjugué d’un complexe

Le conjugué du complexe z =a + ib est le complexe Z =a —ib
L’image de Z est le symétrique de 'image de z par rapport & 'axe des abscisses (axe des réels)
L’image de —z est le symétrique de 'image de z par rapport a l'origine du repere O
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Propriétés
zZ==z 22 = a® + b z+4ZzZ=2R(z) z—Zz=23(z)
21+ 20 =214+ 22 21 X 29 =21 X Zo blZQ#O(Zl):Pil
22 <2

1.4 Module et argument - Forme trigonométrique
Définition 2 Soit z = a + ¢b un complexe d’image M.

—
Le module de z, noté |z|, est la norme du vecteur OM

—
Si z # 0, un argument de z, noté arg (z), est une mesure en radian, de I’angle orienté (11', OM)

z=a-+1ib
P=|z|:OM:HO—J\)4H:\/m
b |~ ‘M(z) .
p 3 ezarg(Z)Z(u,OM)
! 0 i a=pcosf
o u a b= psinf

Remarque 1 Si 6 est un argument de z alors tout nombre qui s’écrit 8+ 2km avec k € Z est un argument

de z.
On note arg (z) = 0 [27]

Exercice 3 Soit z = —1 + 4. Calculer module et argument de z.
Propriétés
1. ze R* @ arg(z) =0 [27] ou arg (z) = 7 [27]
2. |—z|=|z| et siz#0:arg(—2) =7+ arg(z) [27]
3. |z] =|z| et si z #0 : arg (2) = —arg (=) [27]
—_— —_—
Soit z = a + ib. Si on pose p = |z| = HOMH et 0 =arg(z) = (12’, OM) alors :
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’z = p(cos@—i—isin@)‘

C’est la forme trigonométrique de z que I'on peut noter de maniére condensée : [p; 6]
Si z € C*, on a les relations suivantes :

p=+Va2+b% ; a=pcosh et b=psind

a b
On en déduit : |cosd = — et sinf = — | relations permettant de déterminer 6 a 2km pres.
P P

2 Opérations

2.1 Somme et différence

M2 -7 //

S

0 U

_— — —

Si z; a pour image M, et si zo a pour image M alors z; + 25 a pour image S tel que OS = OM; + OM,
Dans le triangle OM1S on a: OS < OM;+ M;S et comme M1S = OM; on en déduit : OS < OM;+0OM,
d’ott :

(121 + 2] < |21] + |20 |

C’est 'inégalité triangulaire.

—
On a également : 21—z a pour image D tel que OD = OM;—0OM,; = My M; d’ou le résultat fondamental :
Si A et B ont pour affixes respectivement z4 et zp alors :

AB = HA—B)H =|zg — zal | et (ﬁ, A_B)) =arg(zp — za) [27]

Exercice 4 Dans le plan complexe muni du repere orthonormal (O;, %), on donne le point A d’affixe
z4 = —3+1i et le point B d’affixe zg = =2 + 2

—_—
Calculer la distance AB, l'affixe du milieu I de [AB] et une mesure de l'angle (ﬂ', AB)

2.2 Produit

Théoréme 1 ’|z1 X zo| = |z1| X |22| et arg(z; X z2) = arg(z1) + arg (22) [271']‘

Exercice 5 Démontrer le résultat du théoreme.

2.3 Quotient

1 1 1
Théoréme 2 Siz #0: ’ ’ = T et arg () = —arg(z) [27]
z z

z

Exercice 6 Démontrer le résultat du théoreme.
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_lal arg (Zl) = arg (1) — arg (z2) [27]
|z2] %

Corollaire 1 Si zo #0: A

Z2

Exercice 7 Démontrer le résultat du corollaire.

Exercice 8 Démontrer que si z4, 25, 2¢c et zp sont respectivement les affixes des points A, B,C et D

_— _
(AB,CD) = arg 22— 2C [94]
ZB — ZA

Exercice 9 Dans le plan complexe muni du repére orthonormal (O; @, ¥), on donne les points A, B,C, D
d’affixes respectives z4 = —1+1id,25 =14+ 2i,2. =2 et zp = —i.

Calculer une mesure de chacun des angles (f@ A—B>> ; (E)L R’) et (A—B), D_C)’)

3 Notation exponentielle

Théoréme 3 Pour tout complexe z # 0 et pour tout entier relatif n :

2" = |z|" et arg(z")=mnarg(z) [27]

Corollaire 2 ’ (cosB +isinf)" = cosnf + isinnf ‘ (Formule de De Moivre)

Définition 3 Pour tout réel 6, on note ’ e = cosf +isind ‘

' est donc le complexe de module 1 et d’argument 6.
Tout complexe z non nul de module p et d’argument 6 peut s’écrire | z = pew

L’écriture z = pe®® est la notation exponentielle de z (on dit aussi forme exponentielle).

Propriétés
pleiel % p26i92 — p1p2ei(91+02) Sine?Z: (peie)n — pneinQ
61 ) 1 1 )
Sipy#0: %:&61(91—92) Sip#0: o — —e 0
p2¢€ P2 pe P
De ¢ = cos + isinf on déduit e = cosf — isin O et les formules suivantes :
Formules d’Euler :

cosf =

(eia + efw) et sinf = % (eie - efw)

N | =

Exercice 10 Ecrire la formule de Moivre pour n = 2.
Développer (cos 6 + isin 9)2 et retrouver les formules de trigonométrie :
c0s20 = cos’> 0 —sin?@ et sin20 = 2sinf cosf

Exercice 11 Mettre sous forme exponentielle les complexes z; = V3 + i et zo = 2i.
En déduire la forme exponentielle puis la forme algébrique de z; X 25
Calculer directement la forme algébrique de z; X 25

Exercice 12 En utilisant les formules d’Euler, linéariser (sinz) (cos3z) .

4 Transformations géométriques

4.1 Transformation définie par z+— 2z +a ou a € C

Si, dans le plan complexe, M est 'image de z et A I'image de @ et si on note M’ I'image de 2’ = z + a

alors : N M .
Z=z+asO0M =0OM+0A< MM =0A& M =t— (M)
0A

Théoréme 4 Soit a € C et soitt A I'image de a dans le plan complexe.
La transformation qui, & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ = z + a est la translation

—
de vecteur OA
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4.2 Transformation définie par z — ¢z

Si on note M’ I'image de 2’ = ze™ alors : [2/| = |2e"| = |2] || = |2| et arg (¢) = arg (2) + arg (¢”) =
arg (z) + 6 [27]

D'ott OM' = OM et (ﬁ,&\?’) = (a, 51\7) +0 [27] soit (51\7,5]\7/) — 0 [27] d'otr :

Théoréme 5 Soit § € R. La transformation qui, & tout point M d’affixe z associe le point M " d’affixe
2" = ze" est la rotation de centre O et d’angle 6

Exercice 13 Dans le plan complexe, on donne le point A d’affixe z4 = —3 + i et le point B d’affixe
2 =14 2i. )
Soit ¢ la translation de vecteur V' de coordonnées (2;3).

1. Déterminer les affixes des points A’ et B’ images respectives de A et B par la translation ¢.

2. Quelle est la nature du quadrilatere ABB' A’ ?

Exercice 14 Dans le plan complexe, on donne le point A d’affixe z4 = 3 44 et le point B d’affixe
zp =1+ 2i.

1. Construire les images respectives A’ et B’ des points A et B par la rotation de centre O et d’angle
7r

2
2. Déterminer les affixes des points A’ et B’'.

5 Equations du second degré

Soit a, b, ¢ trois réels avec a # 0 et soit équation az® + bz + ¢ = 0.

On note A = b — dac
b\ A b\? VA
<Z+2a> T2 (+2‘) "0 | [P2a) e

On a vu en premiére que si A > 0, ’équation a deux racines réelles (éventuellement confondues si A = 0) :

_ob=VA b+ VA

21 =—— et 2o

az’+bz+c=0&a =0« =0

(5) + 5

2a 2a
, b\ A b\? [iv_A\’ b\? VA b2
Deplus,siA < 0: (z—|—2a> i <Z+2a> —( 5a ) = <Z+2a) i (z+2a> +

On en déduit que si A < 0, 'équation az? 4+ bz + ¢ = 0 admet deux racines complexes conjuguées :

 —b—i/=A _ —b+iV/A

21 =————— et 2o =
! 2 2 2

Exercice 15 Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 2242242=0

2.322—42+44=0
3. 2522 —142+25=0

TRVASYAN
2a




