Limites

1 Limite d’une fonction en a € R

1.1 Limite en 0

On considere des fonctions définies sur un intervalle I tel que 0 appartient a I ou est une extrémité de I.
L’observation des fonctions puissances conduit a poser

limz=0 ; limz?=0 ; limz®=0 ; lim+z=0

z—0 z—0 z—0 x—0

Plus généralement, si p € N*, lorsque |f (2)| est inférieur & 107%, 1072,..., 107P des que z est assez
petit, on dit que f a pour limite 0 en 0 et on note hH%)f (x)=0
Tr—

Définition 1 lirr%)f (x)=t<e lirr%) [fx)—€=0
Remarque 1 Hn%)f (x) =l& f(x) =0+ ¢ (z) avec lirr%)go (x)=0
Exemple 1 lim (1 + £C2) =1 ; lim (4+ 213) =4

z—0 T—

1.2 Limite finieen a € R

Définition 2 Soit f définie sur un intervalle I et soit a un réel appartenant & I ou extrémité de I.

lim f (z) = %iir%)f(aJrh)

T—a

Exemple 2 lim (o% - 5) = lim ((1+£)° = 5) = lim (h* — 4) = ~4

h—0 T—
Théoréme 1 Pour toute fonction usuelle f (fonction polynéme, fonction rationnelle, fonction racine

carrée, fonction circulaire), si a appartient a ’ensemble de définition de f : lim f () = f (a)
r—a

1.3 Limite infinie en a € R

L’observation des fonctions suivantes conduit & poser :

lim — =+o00 ; lim — =-00 ; lim — =40
z—0 I z—0 x z—0 12
x>0 <0
. . o1
Notations : | lim — =+o00 ; lim — = -
z—0t T z—0— T
P . 1 , . 1
On en déduit des calculs comme lim = lim — = 400 que 'on note | lim = 400
toag —aq  h—0h z—at T —a
z>a h>0
. 1 . , .
ou encore : lim = lim — = —o0 que l'on note | lim = —0
t—aqx —aq  h—0h zT—a- T —Q
z<a h<0




Limites 2

Interprétation géométrique
Si lim f (z) = 400 ou lim f () = —oo la droite d’équation = a est asymptote & la courbe C.
r—a rT—a

1.4 Limite en +00 et en —o0
1.4.1 Limite nulle

L’observation des fonctions suivantes conduit a poser :

. . . . 1
o =05 Jlm =05 lm m=0p lm o =0
1 1 1
lim —=0; lm —=0; lm —=0
r——00 I Tr——00 I T——00 I

Plus généralement :
e Sipe N, lorsque |f (z)| est inférieur & 107, 1072,..., 107 dés que z est assez grand, on dit que f
a pour limite 0 en 400 et on note lirf fx)y=0
r——+00

e Sip e N* lorsque |f ()] est inférieur & 107!, 1072,..., 107® dés que z est négatif et assez grand en
valeur absolue, on dit que f a pour limite 0 en —oo et on note lim f(z) =0
r——00

1.4.2 Limite finie

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; 400 et C sa courbe représentative.
Si f(z) =L+ ¢ (x) avec lirf ¢ (x) =0 alors lirf flz)y=1¢

1
Exemple 3 Si f(z) =1+ — alors lim f(z)=1
x

Tr——+00

Soit f une fonction définie sur un intervalle |—oo; a] et C sa courbe représentative.
Sif(z)=0+p(x)avec lim @(x)=0alors lim f(z)="/¢

1
Exemple 4 Si f (r) =3+ —; alors lim f(z)=3
i r— — 00
Interprétation géométrique

Si lim f(x) = ¢ la droite d’équation y = £ est | Si lim f(x) = ¢ la droite d’équation y = £ est
r— —0Q

xT— 400
asymptote a la courbe C vers +o0o asymptote a la courbe C vers —oo

C C

SNS—,
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1.4.3 Limite infinie

L’observation des fonctions suivantes conduit a poser :

lim =400 ; lim 22=+40c0 ; lim 2°=400 ; lim z =400
T—+00 Tr——+00 Tr—+00 T——+00
. _ BT 2 _ T 3 _
lim z=-00 ; lim z*=+4cc ; lim z°=-x
T——00 T——00 T——00

Plus généralement :
e Sipe N*etsif(x)> 107 des que z est assez grand, on dit que f a pour limite +00 en 400 et on note
lim f(x) =+o0
Tr——+00
e Sipe N etsif(x)> 107 des que x est négatif et assez grand en valeur absolue, on dit que f a pour
limite +00 en —oo et on note xgmoof (z) = 400

e Sipe N etsif(z) <—107 dés que x est assez grand, on dit que f a pour limite —oo en +oo et on
note lil_{l fx)=—o0
T—T00

e Sipe N etsif(x) <—107 des que x est négatif et assez grand en valeur absolue, on dit que f a pour
limite —oo en —oo et on note lim f (z) = —o0
r— —00

2 Opérations sur les limites

Dans les tableaux suivants, a désigne un réel, +00 ou —oo.

2.1 Somme

lim f(z) | lim g(z) | lim [f(z) + g (2)]
4 A o+
4 +00 +00
400 +00 +0o0
400 —00 forme indéterminée
—00 —00 —00

1
Exemple 5 lim (m + —2) =400 ; lim (Jc + \/5) = 400
z—0 x T— 00

2.2 Produit par un réel \ # 0
lim f (z) lim [A.f (z)]

r—a r—a

12 A
/oo 4+oosi A >0
—00si A<
_ —o0siA>0
% +oosi A <0

Exemple 6 lim 32> =0 ; lim 5z2° =400 ; lim (7313) =400
z—0 T—+00 T——00
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2.3 Produit de 2 fonctions

lim f () | limg(x) | lim [f () x g (o)
Y4 A ex
+oosil >0
t#0 00 { —oc0sil<0
—ocosil>0
€70 > { +oosil <0
0 +00 ou —oo | forme indéterminée
“+00 +00 +00
“+00 —00 —00
—00 —00 —+00
: 2 2 2 1 . 2 \ 1
Exemple 7 lim (Jc —x):—l—oocarx —r=z1——]et lim 2°=4oc0cet lim (1——]=1
T— 00 €T T— 400 T— 00 x

2.4 Inverse d’une fonction

1
lim f (z im ——
1
C#0 -
7 14
0 +oo si f (z) > 0 au voisinage de a
—oo si f () < 0 au voisinage de a
+00 0
—00 0
Exemple 8 lim =1 ; lim =400 ; lim = —00
z—0 COS T T~ COSX z—T+ COST

2.5 Quotient de 2 fonctions
flz) _ 1
X

Remarque : Si lim f (z) = lim g () =0 : Forme indéterminée. Idem si les deux limites sont infinies.

Ecrire

z—1 1 1

z—1
xemple s e 1 @ _(eil) izl 2

— / 2 — sin0
Exemple 10 | lim S 1| car lim = lim Sy oMY _ cos0 =1
z—0 T z—0 T z—0 x—0

[ (@) — f(a)

Rappel : Si f est dérivable en a : lim = f'(a)

T—a Tr—a

2.6 Fonction composée

lim f(x) = A
lim g (1) = = lim go f(z) = p

On peut retenir : si im f () = A alors : lim go f (z) = lim g (¢)

z—a r—a t—X

Exemple 11 ,1limo (1 +:c+g:2) =1= limo Vi+tz+a2= }irr%\/fz 1
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2.7 Deux cas remarquables
2.7.1 Limite d’un polynéme a Pinfini
Regle : Mettre le terme de plus haut degré en facteur.
. 2 . 9 2 3
Exemple 12 lim (x —|—2x—|—3): lim (27 (14+—-+— || =+
Tr——+00 r——+00 €T €T

2 3
car lim z2=4c0et lim [1+2+=]=1
r a2

Tr—+00 Tr—+00

2.7.2 Limite d’une fraction rationnelle a ’infini

Regle : Mettre en facteur les termes de plus haut degré de chaque polynéme.

32 —4 322 (1+ L — 4 3(1+ L — A 3
Exemple 13 lim 7x2+x = lim ( 3195 3§2) = 1li —( 31”” 3:;2) = -
aotoo 202 4w =7 w—doo 222 (14 5p — 5l5)  a=Fe0 2 (14 92— 55) 2

li 1 L 4 =let 1 1 1 [

Al e + 32 3:2) et + o2r  222)

3 Propriétés

3.1 Comparaison

Au voisinage de +co
Si, pour x assez grand :
o f(x)>u(x)et lirf u (x) = 400 alors lirf f(x) =400
o f(x)<wv(x)et lim wv(x)=—ocalors lim f(z)=—-00

r—+00 T—+00
o |[f(z) =/ <wu(x)et lim w(x)=0alors lim f(z)=4

T—+00 r—+00

e u(z) < f(x) <wv(x)et 1irJ£1 u(z) = liIJIrl v (z) = £ alors liIJIrl flx)y=¢
o f(z)<g(x)et 1irJ£1 f(x)="ret 1irJ£1 g(x)="( alors: ¢ </
On a des résultats analogues au voisinage de —oc : il suffit de remplacer les limites en 400 par des limites
en —oo et de supposer les conditions réalisées pour x négatif et assez grand en valeur absolue.

Exemple 14 lim (z+sinz)=4ococarz+sinz >z —1let lim (z—1)=+4oc0

r——-+400 T ——+00

<1+Sinx> 1‘
x

sinx

1 1
<—et lim —=0

T—+00 xX T r—+o0 T

Exemple 15 lim (1 + smx) =1 car
x

4 Asymptote oblique

Si f(z) =ax+b+ ¢ (x) avec 1ir4r_1 ¢ (x) = 0 alors la droite A d’équation y = ax + b est asymptote & la
T— 100

courbe C d’équation y = f (x) vers +o0.
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La position relative de C par rapport & A est donnée par le signe de d = f (z) — (ax 4+ b).

Sid>0:C est au dessus de A

Sid < 0:C est en dessous de A.

De méme vers —oo :

Si f(z) =ax+b+ ¢ (x) avec mgmoo ¢ (x) = 0 alors la droite A d’équation y = ax + b est asymptote a la

courbe C d’équation y = f (x) vers —oc.

Exemple 16 La droite A d’équation y = = — 1 est asymptote & la courbe C d’équation y = f(x) =
2
— 2 2 2
rorte au voisinage de oo car f(z) =z —1+—et lim — =0
x

xT r—+00 I



