Fonction logarithme népérien

1 Définition
1

Définition 1 La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de la fonction x — — qui s’annule
x

en 1.

Conséquences.

1. In est définie sur ]0; +oo].

1
2. In est dérivable sur ]0; +oo[ et Va € ]0; 400 : |In'z = -

3 [In1=0]

4. Si u est dérivable et strictement positive sur I'intervalle I, In ou est dérivable sur I et

(Inow)’ = (In' ou) ./

I !/
On en déduit : Vo € I : (In[u (z)])" = “ ((x)) formule qui s’abrége en : | (Inu) = L
u(x u

/

u
5. Si w est dérivable strictement positive sur I :In (u) est une primitive sur I de —

! ! u l
u

u
Si u est dérivable strictement négative sur [: — = donc In (—u) est une primitive sur I de —
U —u U

/
. ;. - e . u

En résumé, si u est dérivable et ne s’annule pas sur I, |In|u| est une primitive sur I de —
u
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Exemple 1 In|z| = In(—x) est une primitive de — sur |—oo; 0]
x

In|3z — 2| = In (2 — 3z) est une primitive de

2
3I728ur OO,3

3 2
1 -2l =1 —2) es imiti 3 =
n|3z | = In (3z ) est une primitive de - sur ] 3,+oo[

2z
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In ’x + 1‘ =1In (:U + 1) est une primitive de N sur R

2 Formule fondamentale

Soit A € R et soit f la fonction définie sur R’ par f(z) = In (\x)
A 1

f est dérivable sur R et Ve € RY : f' (2) = — = =

x

Deux primitives d’une méme fonction différant d’une constante : Vo € R} : f(z) =lnz 4+ C

On a donc: Vx € R} :In(\z) =Inz+ C.

r=1=InA=Inl1+C douC=In)etdoncln(Az)=Inz+InA.

Formule valable pour tout réel A > 0 d’ou le théoreme :

Théoréme 1 Pour tout réel a > 0 et tout réel b > 0 : ’111 ab=1Ina+1Inbd

1
Corollaire 1 Pour tout réel b > 0:|In ;= Inb
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. . 1
Démonstration. Immédiat apres avoir posé a = 3 dans le théoreme

Corollaire 2 Pour tout réel a > 0 et tout réel b > 0 : ln% =Ina—1Inb

1 1
Démonstration. Ecrire ln% =In (ab> =Ina-+1In 3

Corollaire 3 Pour tout réel a > 0 et tout entier relatif n: [Ina” =nlna

Démonstration. Sin € N* :Ina” =In(a.a.a....a) =lna+Ina+---+lna=nlna
Ina™ =In— =—-Ina" =-nlna

a
Ina’=In1=0=0Ina

Définition 2 Sia € Ry et n € N*, on note {/a le nombre positif qui, élevé & la puissance n donne a

1 1
Corollaire 4 Pour tout réel a > 0 et tout n € N* : |In {/a = — Ina | en particulier : |In+/a = 3 Ina
n

n n 1
Démonstration. ( a) :a#ln(%) =lna=nlh{a=a=1In{a==1Ina
n

3 Etude le la fonction In

3.1 Variations

1
Sur J0; +oo[:Inz =~ >0

x
La fonction In est donc strictement croissante sur |0; +oo[. On en déduit :
Pour tout réel a > 0 et tout réel b > 0 :

1. ’a<b(:>lna<lnb‘

2. ’a:b(:}lna:lnb‘

3.2 Limites

1. On admettra que pour tout réel @ > 0 : lim Inz =Ina

r—a

2. La fonction In étant strictement croissante : In2 >1Inl =1n2 >0

On en déduit lim nln2 = +oo c’est a dire lim In2" = 4+oc0.
n—-4oo n——+oo

In 2" peut donc étre aussi grand que ’on veut, & condition de choisir n suffisamment grand.
La fonction In étant strictement croissante : > 2" = Inz > In2".
Donc Inz peut étre aussi grand que ’on veut, a condition de choisir z suffisamment grand.

lim Inz = +oo

r— 400
1 . . . 1 .
3. En posant t = — on obtient : limInz = lim In- = lim (—In¢)=—oc0
€T r—0 t——+o00 t t——+o00
limlnz = -0
z—0

Rappel : Si [ est dérivable et strictement croissante sur [a;b] alors pour tout réel X € [f (a); f(b)] i
existe un réel unique o € [a;b] tel que f (o) = A

On dit alors que f réalise une bijection de [a;b] sur [f (a); f (b)].

Ce théoreme se généralise en remplagant [a; b] par ]0; +oo] et [f (a); f (b)] par lin})f ()5 liIJIrl f(x)].
La fonction In réalise donc une bijection de ]0; +oo[ sur R.

Il existe donc un nombre réel strictement positif dont le logarithme népérien vaut 1. On le note e

On a donc e~ 2,718281828.....
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Remarque 1 Pour tout entier relatif n: Ine™ =nlne=mn

1 1
Remarque 2 In+/e = ilne =3

1
:—1 = ——
Ve nve 2

Remarque 3 In

1 1
Remarque 4 In /e = —Ilne = —
n n

3.3 Courbe

Connaissant les variations et deux points remarquables, on peut de plus préciser la tangente 7 au point
d’abscisse 1 : y — f(1) = f'(1).(z — 1) ce qui donne : y = x — 1
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3.4 Limites remarquables
In (1 —f(
1. | lim In(1+2) = 1| conséquence de lim f@) = 7(0) = f'(0) avec f(z) =In(1+z)
z—0 T z—0 z—0
. Inx .
2. lim — =0| admis
r—-4o0c0 X
. . Inx . 3 Inx Inz 1
3. Pour tout entier n non nul : | lim —— = 0| vrai pour n = 1 et conséquence de — = —
z—+o0 " " x anl
pour n > 1
1.1 —Int
4. |limzlnz=0|car limzlnz = lim —-In- = lim - =0

z—0 z—0 t—+oo { t t—+oo ¢




